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Presentacion

¢Qué saben y son capaces de hacer los estudiantes en
una asignatura en cierto momento de su recorrido escolar?

¢Como podemos ayudarlos a avanzar en su proceso
de aprendizaje apoyandonos en lo que ya saben?

¢ Como abordar en el aula la diversidad de cada grupo,
reconociendo las diferencias en los niveles de aprendizaje,
y ofrecer a distintos estudiantes las oportunidades
adecuadas para que continuen aprendiendo?

¢ Qué hacemos con los estudiantes que estan en un afio y
que requieren completar aprendizajes de anos anteriores?

Estas y muchas otras preguntas similares atraviesan las progresiones para la ensenanza
y el aprendizaje que aqui se presentan y han orientado el proceso de su elaboracién. Se
trata de interrogantes tipicos para quienes nos dedicamos a la ensefanza y compartimos
el desafio de fortalecer la calidad y la equidad en el acceso al conocimiento para todos los
estudiantes.

El material propone una mirada sobre el aprendizaje que parte del reconocimiento de la
heterogeneidad de la clase escolar como rasgo constitutivo de la realidad del aula, y se pro-
pone colaborar con el diseno de la ensefianza atendiendo a la singularidad de los avances
que cada estudiante manifiesta.
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¢Qué son las progresiones?

Se entiende por progresiones la descripcién de recorridos posibles y pertinentes para la
ensenanza y el aprendizaje de contenidos fundamentales de la trayectoria escolar. Estas
descripciones se sustentan en el enfoque didédctico adoptado por el Disefo Curricular
para cada drea. Por lo tanto, las progresiones no representan lineas de desarrollo natural,
sino que reconocen un contexto escolar situado en el marco de las definiciones propias del
sistema educativo de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires. Sin embargo, al estar basadas
en evidencia de aula, son verificables y proporcionan criterios claros y compartidos para
el monitoreo de los aprendizajes con una perspectiva formativa, orientada a la toma de
decisiones para la ensenanza.

Las progresiones en desarrollo corresponden a las dreas de Pricticas del Lenguaje/Lengua
y Literatura y Matemdtica, en los niveles Primario y Secundario. La definicién de las
dreas atiende a su cardcter bdsico, transversal e instrumental en el recorrido formativo de
la educacién obligatoria. Al interior de cada 4rea (o asignatura en el Nivel Secundario) se
establecen ejes (tomados de los respectivos disefios curriculares) que permiten organizar la
descripcién de aprendizajes prioritarios, con secuencia y complejidad creciente. Vale des-
tacar que, en tal sentido, no se toman todos los contenidos del curriculum, sino aquellos
respecto de los cuales resulta posible, a la vez que necesario, establecer algunas pautas para
la evaluacién formativa.

Un aspecto contemplado en la elaboracién es el progreso relativamente dispar o despa-
rejo que las trayectorias escolares ponen frecuentemente de manifiesto aun al interior de
una misma 4rea o asignatura. Los avances en un drea de conocimiento no siempre son
homogéneos. Un estudiante puede progresar mds ripidamente en su dominio de las ope-
raciones en un determinado conjunto numérico que en la transicién hacia el dlgebra o los
contenidos del campo de la geometria, por ejemplo. O bien puede desplegar estrategias
lectoras muy interesantes y atin requerir mds apoyo en la produccién de textos. Por ello,
las progresiones se han organizado asumiendo que un alumno puede avanzar con ritmo
dispar en los diversos recorridos que se proponen segun los ejes de cada drea.

¢ Como se relacionan las progresiones con el marco curricular?

Las progresiones ponen en relacién los contenidos de ensefianza y objetivos establecidos
en los documentos curriculares de la jurisdiccién (Disenzo Curricular para la Escuela Pri-
maria; Diserio Curricular. Nueva Escuela Secundaria de la Ciudad de Buenos Aires; Metas de
aprendizaje. Niveles Inicial, Primario y Secundario de las escuelas de la Ciudad Auténoma de
Buenos Aires y Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion Inicial y Primaria de
la Ciudad Auténoma de Buenos Aires) y los aprendizajes manifestados por los estudiantes,
considerando la heterogeneidad de los puntos de partida. En este sentido, como instru-
mento para la evaluacién formativa, las progresiones resultan un complemento del marco
curricular en el que se basan y dialogan con los materiales de desarrollo curricular que
apuntan a fortalecer la intervencién didéctica.
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¢Para que se pueden usar en la escuela
las progresiones de aprendizaje?

El desarrollo del material busca contribuir a la tarea docente en lo que hace al proceso de
observacién y andlisis del aprendizaje de los estudiantes, relevando elementos centrales a
observar en cada drea curricular. Ayuda a poner en didlogo las prescripciones curriculares
con la realidad de los grupos para responder de manera oportuna y pertinente a las nece-
sidades heterogéneas de aprendizaje que se identifican en el aula.

A la vez, esta mirada sobre los aprendizajes permite también a maestros y profesores esta-
blecer expectativas desafiantes y viables para cada alumno, en funcién de las condiciones
de ensenanza generadas en el aula y en la escuela.

Es indudable que, para la configuracién de mejores trayectorias escolares resulta funda-
mental incorporar en la escuela estrategias de trabajo y herramientas que reconozcan los
distintos ritmos de aprendizaje, asi como los puntos de partida de cada estudiante.

¢Cual es la relacion entre los niveles de las
progresiones y los grados o anos escolares?

Las progresiones se plantean por ciclo. Esta decisién fue adoptada con el propésito de
alentar una mirada més amplia que el ano como horizonte de intervencién, contemplar
los logros de los estudiantes en perspectiva y favorecer su uso para la definicién de secuen-
cias de trabajo especificas que se ajusten a las necesidades reales de aprendizaje. Al mismo
tiempo, permiten plasmar la idea ya expresada de que los avances no se dan de manera
“pareja’ u “homogénea” en relacién con las diversas dreas ni ejes de una misma drea. Las
progresiones deben ayudar, en este sentido, a individualizar las intervenciones en el aula y
romper con la expectativa de homogeneidad en la clase escolar.

Desarrollo de las progresiones del aprendizaje

El siguiente esquema representa las progresiones del aprendizaje a desarrollar en Pricticas
del Lenguaje/Lengua y Literatura y Matemitica.

Comprende los niveles Primario y Secundario en una légica de trayectoria o recorrido
extenso por la escolaridad obligatoria.

Las progresiones de cada drea se organizan por ejes, establecidos a partir de los respectivos
disefios curriculares.
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Este documento presenta las progresiones de aprendizaje en Matemdtica para el Ciclo
Basico de la escuela secundaria.

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Introduccion

A continuacién se presentan las progresiones de los aprendizajes esperados para el drea de
Matemitica durante el Ciclo Bdsico de la escuela secundaria.

Este documento se propone aportar herramientas para planificar la ensefianza desde el re-
conocimiento de la diversidad de los conocimientos que van construyendo los estudiantes
en Matemitica a lo largo de su trayectoria educativa, y, particularmente, poniendo foco
en la transicién entre la escuela primaria y la secundaria, y los dos afios que conforman
el Ciclo Bdsico en este nivel. Las progresiones permiten identificar avances en los cono-
cimientos de los estudiantes dando indicios del tipo de estrategia y prictica que se espera
que desarrollen en cada nivel.

Para su elaboracién se han considerado asuntos centrales de este nivel. En el Ciclo Bésico
de la escuela secundaria se espera desarrollar una gran diversidad de aprendizajes com-
plejos. Por ejemplo, que los estudiantes inicien el recorrido que les permita avanzar de lo
aritmético a lo algebraico, no solo en cuanto al manejo de la generalidad, sino también
en construir un sentido del uso de las letras, al mismo tiempo que se trabaja sobre el
dominio de las técnicas. Se complejiza asimismo el tipo de tarea esperada, por ejemplo,
elaborar conjeturas y argumentar sobre su validez, validar afirmaciones verdaderas y hallar
contracjemplos para las falsas tanto en el dmbito del dlgebra como en el de la geometria,
etcétera. Uno de los desafios consiste, entonces, en planificar la ensefianza de modo que
permita acompanar a los estudiantes en la construccién de los nuevos objetos matemati-
cos y las précticas asociadas a ellos. La transicién entre la escuela primaria y la secundaria
es un punto de partida, teniendo en cuenta que, en ese pasaje, los contenidos que los
estudiantes no hayan logrado construir en el Nivel Primario deberdn constituir objeto de
ensenanza en la escuela secundaria. Y aun en el caso de que si hayan sido tratados en el
Nivel Primario, es necesario proponer actividades que permitan a los estudiantes recupe-
rarlos, reinvertirlos y resignificarlos.

Para la elaboracién de las progresiones para el Ciclo Basico del Nivel Secundario se ha
realizado una seleccién de algunos contenidos fundamentales del Disefio Curricular de la
jurisdiccion afianzando un criterio de continuidad con la produccién curricular del drea y
de la Ciudad. El recorte de los contenidos que se han considerado como centrales para el
desarrollo de este material no implica de ninguna manera la intencién de que los demds
no sean ensefados. Simplemente se comunican algunas prioridades frente a otras posibles.
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Las progresiones para Matemitica en el Ciclo Bésico se presentan organizadas en capitulos
que se corresponden con los cuatro ejes del Disefio Curricular: Numeros y dlgebra, Fun-
ciones y dlgebra, Geometria y medida, y Estadistica y probabilidades.

El capitulo Nimeros y dlgebra comprende dos progresiones. La primera, “Informacién
que porta un cdlculo o una expresién” da cuenta de los aprendizajes correspondientes a la
lectura de célculos y expresiones y abarca tanto una entrada al trabajo algebraico a partir
de la divisibilidad, como la produccién de férmulas. La segunda progresién, “Célculos y
operaciones en los conjuntos de los Niimeros Naturales, Enteros y Racionales”, incluye las
estrategias de cdlculo en cada conjunto asi como sus propiedades. Cabe anticipar que en la
primera progresién, donde se aborda la informacién que porta un cilculo o expresidn, se
ha considerado el anilisis de la variacién del perimetro y el drea de figuras. Se trata de un
contenido que se encuentra también presente en las progresiones de Geometria y medida.

El capitulo Funciones y dlgebra incluye tres progresiones. La primera es “Aproximacién
a las funciones a través de graficos cartesianos”, donde el foco estd puesto en las relacio-
nes entre variables y en el desarrollo de una mirada tanto de lo puntual (el significado
de un punto del gréifico) como de lo global (caracteristicas generales relacionadas con la
curvatura o no, el crecimiento, etc.). La segunda progresién, “Funcién lineal y ecuacién
de la recta”, propone un anilisis de los aprendizajes que implica diferenciar las funciones
lineales de las de proporcionalidad directa, en los distintos registros de representacion.
Para la tltima progresién, “Ecuaciones e inecuaciones”, se ha considerado el trabajo con
ecuaciones desde un marco aritmético, algebraico y funcional.

El capitulo Geometria y medida comprende cinco progresiones. En “Construccidn,
congruencia y semejanza de tridngulos” se parte de la reinversién de la definicién de
circunferencia como conjunto de puntos que equidistan de otro para realizar las cons-
trucciones. Estas construcciones son la base para desarrollar criterios de congruencia y
semejanza de tridngulos. En la progresién “Construccién y congruencia de cuadrildteros”
se toma la construccién de tridngulos como base para construir cuadrildteros, analizar la
existencia y cantidad de soluciones, y elaborar criterios de congruencia.

En la progresién “Areas de tridngulos y cuadriliteros” se propone analizar los aprendizajes
de los estudiantes en torno al cilculo y a la comparacion de dreas en base a propiedades
geométricas. Otra progresién que se ha considerado es la de “Angulos entre paralelas”,
donde se analizan las relaciones entre dngulos determinados por rectas paralelas cortadas
por una transversal, basindose en los conocimientos sobre los dngulos de un paralelo-
gramo. La ultima progresién que se ha considerado es la de “Teorema de Pitdgoras”, a
propésito de la resolucién de problemas que requieren reinvertir el teorema, desde aque-
llos de aplicacién directa a otros donde se requiera descomponer una figura en otras.

Por dltimo, el capitulo Estadistica y probabilidades incluye progresiones para “Lectura,
interpretacién y produccién de representaciones grificas” y “Anélisis y descripcién de
datos”. En el primer caso se analiza la posibilidad de un estudiante de recolectar datos y
producir y analizar diferentes representaciones de las variables en juego. En el segundo
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se pone el foco en el cdlculo de diferentes medidas de tendencia central, analizando su
pertinencia.

Debe advertirse que el desarrollo de cada eje es mds extenso en algunos casos que en otros.
Ello se debe a que hay contenidos centrales del ciclo que demandan varios anos de trabajo
y que no tienen presencia en la escuela primaria —por ejemplo, las funciones— y, por lo
tanto, requieren de un tratamiento més prolongado y mayor detalle en la progresién de
los aprendizajes esperados.

Para cada eje y subeje de contenidos se presentan diferentes niveles de progreso, que re-
sultan necesariamente cortes arbitrarios del proceso. No se espera que los estudiantes se
ubiquen precisamente en un nivel, sino que pueden estar también en trdnsito de uno a
otro. Las progresiones estin pensadas para orientar la interpretacién de sus conocimien-
tos, pero no deben leerse los cortes como limites rigidos. Se busca que estas descripciones
sirvan a la comprensién de los aprendizajes ya logrados y contribuyan a delinear recorri-
dos posibles para la ensenanza. A partir de la planificacién de estos recorridos, incluyendo
actividades e intervenciones docentes, entre otras cuestiones, se espera que los estudiantes
vayan evolucionando en los niveles de apropiacién de los contenidos.

Asimismo, es preciso explicitar que los niveles no suponen necesariamente una corres-
pondencia con los afios o cursos que componen el Ciclo Bdsico; es decir, que el nivel I no
siempre debe asumirse como propio de primer ano. Por otra parte, segiin el contenido,
un estudiante puede estar en distintos niveles, dado que manifiesta mayor avance, por
ejemplo, al comparar dreas en base a transformaciones algebraicas e interpretacién de f6r-
mulas, y menor avance cuando se trata de compararlas en base a descomposiciones de las
figuras. Por otro lado, los niveles no constituyen una secuencia fija y necesaria por la que
tienen que pasar de manera graduada los alumnos. Se asume que los puntos de partida de
los estudiantes, sus actitudes hacia la matemadtica, su vinculo con la escuela y el estudio
y los puntos de llegada nunca son homogéneos en un grupo escolar, lo que implica que
frente a una misma secuencia de ensefianza algunos alumnos habrén alcanzado un nivel
y otros, otro diferente. En algunos casos, las situaciones que plantean los enunciados de
los problemas que corresponden a los distintos niveles de un mismo contenido son las
mismas y lo que cambian son las preguntas. Para otros contenidos, los problemas son los
mismos, mientras que lo que cambia son las estrategias que se espera que desarrolle un
estudiante en cada nivel. La intencién de la inclusién de ejemplos es acompanar la lectura
de las descripciones con actividades propias del aula que permiten poner en evidencia las
paulatinas adquisiciones que realizan los estudiantes.

Una consideracién adicional sobre los niveles: en este documento se ha incluido una
columna previa al primer nivel que se identifica como “Transicién entre primaria y se-
cundaria”. Allf se incluyen aquellos conocimientos necesarios para poder avanzar en los
aprendizajes especificos de secundaria. Al ser considerados de transicidn, es posible que los
estudiantes no dispongan de todos ellos o no los recuerden. En cualquier caso, como se an-
ticipd en pdrrafos anteriores, la escuela secundaria debe hacerse cargo de su ensenanza. No
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se trata de volver a trabajarlos como la primera vez, sino de plantear situaciones o secuen-
cias que permitan recuperarlos. En este sentido, se recomienda la lectura de Progresiones de
los aprendizajes. Segundo ciclo. Matemdtica', ya que las progresiones alli presentadas cons-
tituyen un punto de anclaje para pensar en la articulacién entre niveles. De ese modo, las
actividades planteadas para favorecer la transicion y facilitar la recuperacién de aquellos
conocimientos construidos en la primaria podrdn ser comprendidas por los estudiantes, y
los conocimientos, reconocidos.

De esta forma, el material busca ser un punto de apoyo para la escuela y los profesores en
la organizacién de propuestas de trabajo que contemplen a todos los estudiantes. A partir
del diagnéstico del estado de conocimientos de los alumnos, es posible organizar agrupa-
mientos con estudiantes de primer ano y de segundo que tienen que aprender los mismos
contenidos, disefar dispositivos de reingreso para aquellos que hayan interrumpido su
trayectoria escolar, pensar y explorar acciones de integracién o adecuacién curricular, et-
cétera. Se espera que estas progresiones sean herramientas que se usen en la escuela para
disenar dispositivos especificos de ensefianza asentados en aquello que “si saben los estu-
diantes”, mds que en “lo que les falta” o “lo que no saben”.

Ademds de las progresiones con forma de tabla, para cada eje se proponen ejemplos de
actividades posibles destinadas a relevar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes.
Se trata de ejemplos de problemas que permiten hacer una lectura e interpretacién sobre
los estados de conocimiento logrados por los estudiantes en determinado momento del
proceso. Cada capitulo se completa ademds con la inclusién de situaciones diddcticas e
intervenciones docentes destinadas a enriquecer el diseno de propuestas de ensefianza que
propicien avances en los aprendizajes.

! Ministerio de Educacién e Innovacién. Unidad de Evaluaciéon Integral de la Calidad y Equidad Educativa

(2019). Progresiones de los aprendizajes. Segundo ciclo. Matemdtica. Buenos Aires, Argentina: GCABA. Disponible en:
hetps://bit.ly/392NIVY [consultado el 20/12/19].
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Condiciones didacticas

Se ha mencionado ya que estas progresiones no implican niveles de desarrollo espontd-
neo ni habilidades o capacidades que evolucionan a partir del paso del tiempo, como
tampoco son el tnico recorrido de aprendizaje posible. Se trata de aprendizajes escolares
que solamente pueden lograrse a partir de la ensefianza sistemdtica y organizada. En otras
palabras, estos aprendizajes se producen bajo ciertas condiciones didacticas.

Entre las condiciones diddcticas resulta central el rol del docente, quien selecciona, pla-
nifica y propone secuencias de problemas para el aprendizaje de los diversos contenidos
y el desarrollo de pricticas. Durante las clases, los estudiantes disponen de un espacio
para resolver los problemas solos o en grupos, segtin lo requiera la situacién y en funcién
de la planificacién del docente, usando diversos recursos. El docente interactia con los
estudiantes, organiza espacios para difundir y analizar estrategias de resolucién correctas e
incorrectas y resultados obtenidos, explica, propone escrituras y formas de representacién,
favorece la identificacién de relaciones y permanentemente ayuda a una progresiva toma
de conciencia de aquello que espera que esté disponible para ser reutilizado en problemas
siguientes. También propone registrar aquello que resulta importante retener, ayudando
a que la carpeta sea una herramienta de estudio. Algunos problemas tendrdn por objetivo
construir nuevos conocimientos, mientras que otros contribuirdn a afianzar, reutilizar o
evaluar aprendizajes ya alcanzados.

Durante la ensenanza es importante propiciar espacios de debate e intercambio que be-
neficien a todos los estudiantes. Para que estos espacios sean productivos, se requiere que
el docente registre las conclusiones y las nuevas estrategias en el pizarrén y los alumnos
en sus carpetas, a fin de promover la disponibilidad de los nuevos recursos para su uso
en los problemas siguientes. Se espera que en la escuela secundaria los estudiantes vayan
ganando autonomia en el uso de su carpeta, que no solo deberia incluir lo que el docente
sugiere sino también anotaciones personales, recuadros, marcas, etcétera.

En este enfoque didédctico es central diferenciar la produccién colectiva de la individual.
Los estudiantes, individualmente, exploran formas de resolucién de cada tipo de pro-
blema, pero es en el dmbito colectivo donde se dirimen las direcciones hacia las cuales
conducir los esfuerzos. Por otro lado, es a partir de los debates sobre diferentes estrategias
de resolucién que los estudiantes tendrdn que defender su postura, convencer a los de-
mds —o ser convencidos—, dar razones que se apoyan en conocimientos matemdticos para
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las decisiones que tomaron, etcétera. Lo individual alimenta lo colectivo, y lo colectivo
alimenta lo individual. Sin embargo, la resolucién colectiva de un problema no necesa-
riamente implica que un estudiante podrd luego resolver solo una situacién semejante.
Resulta esencial que el profesor tenga informacién acerca de aquellos estudiantes que no
pueden avanzar para intervenir con ayudas que les permitan desarrollar alguna estrategia.
Estas intervenciones necesitan ser pensadas, planificadas, porque la cantidad de informa-
cién que se le da al alumno puede hacer que siga pensando o que la situacién deje de ser
un problema para él. En todos los casos es necesario que las ayudas partan de comprender
cémo el estudiante estd pensando el problema, y solo funcionan si pueden anclarse en las
relaciones hechas o lo que haya producido. Las ayudas “genéricas” no siempre resultan
ttiles para todos. En otras situaciones, para aquellos que no logran iniciar una resolucién,
las intervenciones pueden resultar claves, como ayudarlos a buscar en su carpeta otro pro-
blema parecido ya resuelto, proponerles uno similar pero con menor nivel de complejidad
para luego retomar el problema original, o incluso sugerirles alguna estrategia especifica
(“podés hacer un esquema”, “;te servird hacer una figura de andlisis?”, “fijate si te conviene
agrupar los nimeros positivos y negativos para sumar mds rdpido”, “pensd en la relacién
que hay entre estas variables, ;te sirve para decidir si la temperatura es creciente?”, etc.).
Si bien en estos casos el estudiante recibe cierta ayuda, tiene a su cargo una porcién rele-
vante de responsabilidad. La ayuda no le resuelve el problema sino que funciona como un
andamiaje para atreverse a proponer una solucién o una estrategia, punto de partida para
seguir produciendo.

Otra consideracién merece el tratamiento de los errores que aparecen en las resoluciones
de los estudiantes. Desde la perspectiva diddctica adoptada, esos errores no solo nos per-
miten ver qué es lo que un estudiante no sabe, sino que también nos informan qué sabe.
Muchos errores tienen una légica que es posible develar, una razén de ser que implica una
cierta idea o teorfa errénea que es preciso revisar. Algunos son tipicos, anticipables por los
docentes y producidos simultdneamente por varios alumnos y por varios grupos escolares.
También hay errores menos habituales, menos estudiados, que responden a légicas que
es importante conocer. En todos los casos, cuando un error es importante, significativo,
y no es una simple equivocacién, merece ser analizado colectivamente para promover
interacciones entre los estudiantes que ayuden a avanzar a todos. Justificar por qué una
solucién es incorrecta, rechazar alguna idea equivocada, identificar alertas y cuidados a
considerar en el tratamiento de un tipo de problemas implica, también, un progreso en
los conocimientos.

¢Qué observar para recabar informacion sobre los aprendizajes de los estudiantes?

En el trabajo cotidiano en el aula, observar el desempefio de los estudiantes mientras re-
suelven los problemas que se les plantean y analizar el tipo de intervenciones y preguntas
que hacen, los comentarios o explicaciones que pueden dar de su trabajo, las validaciones
que producen, son indicadores para conocer qué saben. Sin embargo, en la escuela secun-
daria no siempre resulta ficil obtener informacién sobre todos los estudiantes durante
los momentos de intercambio, por lo que se hace necesario también plantear momentos
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especificos de trabajo individual o evaluaciones formativas para mirar mds detenidamente
la produccién de cada uno. Esas instancias permiten reconocer qué es lo que pueden ha-
cer solos y realizar interpretaciones sobre cudl es el estado de sus conocimientos respecto
de cierto contenido. Esta informacién es central para poder determinar cémo continuar
la tarea de ensefianza con el grupo y, ademds, planificar intervenciones particulares con
algunos estudiantes que asi lo necesiten. En el desarrollo del material, para cada uno de
los ejes establecidos se incluyen ejemplos de problemas que podrian ser dtiles a la hora de
recabar informacién sobre el estado de conocimientos de los alumnos. Se trata de situa-
ciones que permiten diagnosticar lo que han logrado aprender sobre algunos contenidos
de ensefanza.

Es necesario que para el disefio de las evaluaciones se considere qué contenidos y tipos de
tareas han sido objeto de ensenanza. Las actividades elegidas para evaluar deben implicar
tareas y complejidad similares a las realizadas en clase. Es importante sefalar que, en el
trabajo en Matemdtica, no solo se ponen a disposicion de los estudiantes principios, con-
ceptos e informacién propios del drea, sino también, y principalmente, formas de trabajo,
tipos de prdcticas. Para los alumnos, el sentido de los conceptos estd dado por el tipo de
précticas que se despliegan a propésito de ese concepto matemdtico. Por ejemplo, si se
trabajé con funciones lineales en problemas que apuntan a la lectura de un grdfico, no seria
adecuado presentar por primera vez en una evaluacién un problema en el que se deba
producir un grdfico de una funcion lineal a partir de ciertos datos, porque implica, para los
alumnos, encarar una tarea muy diferente y nueva. Los aprendizajes involucrados en la
lectura de un gréfico no necesariamente alcanzan para producirlo a partir de ciertos datos.
Para poder hacer una interpretacién de lo que sabe un estudiante a partir de sus produc-
ciones, es necesario solicitarle que muestre su resolucién, que registre de alguna manera el
procedimiento llevado a cabo para la solucién de cada problema y que dé cuenta de por
qué tomé cada decisién. Solamente asi se tendrd la oportunidad de analizar las estrategias
usadas y detectar las cuestiones centrales sobre las que hay que seguir trabajando. En ese
sentido, es necesario volver a subrayar que el desempefo de cada alumno dependerd, entre
otras cuestiones, de su punto de partida y de la ensefianza sistemdtica que haya recibido.
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En el inicio de la escuela secundaria, el trabajo en torno al eje Numeros y dlgebra cum-
ple un rol central para delimitar las continuidades y rupturas en el pasaje de las practicas
aritméticas a las algebraicas. Las pricticas aritméticas, desarrolladas a lo largo de toda la
escolaridad primaria, serdn un punto de apoyo en el inicio del trabajo algebraico. Partien-
do de esta idea es que esta progresion incluye tareas y problemas de diversos tipos. Por
ejemplo, se plantean situaciones en las que no se trata de resolver un cilculo sino de leer
cierta informacién que ellos portan o anticipar el signo y estimar su resultado. En el traba-
jo con expresiones que involucran variables, se presentan problemas en donde la respuesta
es independiente del valor de la variable, y otros en los que si depende de ese valor. Otro
tipo de problema presentado estd vinculado a las férmulas para contar, donde la tarea
puede variar desde calcular el paso de un proceso en el que se cumple cierta regularidad
hasta producir y validar una fé6rmula que permita calcular un paso cualquiera del proceso
o determinar la equivalencia entre distintas férmulas.

Para estas progresiones se han considerado dos subejes:

* Informacién que porta un célculo o una expresiéon
e Célculos y operaciones en los conjuntos de los Nimeros Naturales, Enteros y Racionales
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Informacion que porta
un calculo o una expresion

Histéricamente, la escuela primaria estaba asociada a la aritmética y la secundaria al 4lge-
bra, al uso de letras. En la actualidad, desde el Diseno Curricular se plantea para el Ciclo
Bésico un trabajo en torno a practicas algebraicas que pueden desarrollarse tanto con
niimeros como con variables. En la transicidn, los estudiantes deben encontrar los limites
de lo aritmético, recurriendo a la aritmética como punto de apoyo. La entrada al mundo
algebraico implica rechazar muchos significados y practicas elaboradas a lo largo de toda
la vida escolar. Se trata de desarrollar nuevas estrategias, que son muy diferentes a las uti-
lizadas en el trabajo aritmético. Se produce asi un conflicto y una ruptura: por un lado,
es necesario renunciar a esas practicas pero, por el otro, hay que basarse en ellas. Todas las
técnicas algebraicas se asientan sobre propiedades de las operaciones, generalizindolas. Es
por eso que su dominio se transforma en una condicién necesaria: sin un dominio de las
operaciones no es posible generalizar y dar sustento a las técnicas algebraicas.

Una de las nuevas pricticas a adquirir por los estudiantes implica la transformaciéon de
expresiones con el objetivo de expresar y/u obtener informacién “nueva”. Es decir, ser
consciente de que, dada una expresién, es posible transformarla en otra equivalente de
la cual se pueda leer informacién que no estaba explicita en la original, y luego ser capaz
de realizar la transformacién. Si bien en problemas que requieren de transformaciones
muchas veces se utilizan expresiones numéricas, el tipo de razonamiento es algebraico. Las
transformaciones de las escrituras resultan necesarias para visibilizar y leer informacién
que en la escritura inicial no era legible. Es decir que las transformaciones se constituyen
como una herramienta: no se transforman las expresiones a pedido del docente, sino por-
que resulta necesario para resolver un problema.

Otra diferencia vinculada al cambio en el tipo de pricticas reside en que, en el marco
aritmético, las relaciones no son relevantes, se ocultan en el resultado de la cuenta. En el
marco algebraico, en cambio, se “leen” las relaciones que brinda el cilculo o se lo trans-
forma para identificar otras. Por supuesto, la posibilidad de realizar esta lectura requiere
de conocimientos por parte del sujeto. Asimismo, es el conocimiento el que permite an-
ticipar si una transformacién logrard mostrar nuevas relaciones. Por ejemplo, a lo largo
de este apartado se presentan problemas en donde la transformacién de una escritura en
otra equivalente permite decidir acerca de la divisibilidad o no de un nimero por otro,
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o el resto de una divisién, pero accediendo a razones que los criterios de divisibilidad
ocultan.

También se han considerado dentro de este subeje algunos problemas vinculados a la
variacién de perimetros y dreas. Si bien corresponden al marco geométrico, algunas situa-
ciones pueden resolverse a partir de férmulas que pueden ser leidas y transformadas para
interpretar una relacién. Es el caso, por ejemplo, donde se pide analizar cémo varian el
drea y el perimetro de un rectdngulo en el que la medida de un par de lados paralelos se
duplica y la resolucién se hace a partir de las férmulas, leyendo relaciones.

Por tltimo, se incluye aqui el tratamiento de férmulas para contar. El trabajo con este tipo
de problemas brinda, por lo menos, dos posibilidades de tratamiento algebraico. Por un
lado, las férmulas para contar dan sentido al trabajo con variables y, por otro lado, son
propicias para detenerse en la lectura de la informacién que portan. “Leer” una férmula
de este tipo requiere, por ejemplo, analizar la estrategia de conteo de los elementos que
componen las figuras y la consideracién de la regularidad, para vincularlos con las dis-
tintas “partes” de la férmula. Otro aspecto del trabajo algebraico que se pone en juego es
el de la generalizacién. Se trata, en este caso, de generalizar regularidades y validarlas. La
posibilidad de producir distintas férmulas para contar lo mismo permite trabajar sobre su
equivalencia y el significado que esto tiene: dos expresiones son equivalentes si son iguales
para cualquier valor de la variable.
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Informacion que porta un calculo o una expresion?

Transicion entre
primaria y secundaria

Analiza afirmaciones relativas a las nociones de mul-
tiplo y divisor en situaciones particulares y argumen-
ta sobre su validez, poniendo en juego las propiedades
de la multiplicacién y la division.

Explora el andlisis de afirmaciones generales relativas
a las nociones de multiplo y divisor y argumenta so-
bre su validez.

Analiza las informaciones que provee la escritura de
un cdlculo de multiplicacién para decidir si un nime-
ro es multiplo o divisor de otro. Pone en juego des-
composiciones multiplicativas y las relaciones entre
multiplo y divisor para fundamentar.

Analiza la informacién que provee la escritura de un
célculo que involucra diferentes operaciones para de-
cidir si un niimero es divisor de otro.

Utiliza los criterios de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9 y 10 para anticipar el resto de una divisién.

Analiza y fundamenta los criterios de divisibilidad
por2,4,8,5y10.

2 En esta grilla las variables representan niimeros enteros.

Ciclo Basico

Determina si el resultado de un célculo es mul-
tiplo de un ndmero cuando ese nimero y/o un
multiplo de él se encuentran escritos explicita-
mente en el cdlculo, sin realizar transformaciones,
y fundamentando con lenguaje coloquial.

Por ejemplo, afirma que el resultado del célcu-
lo 14 -5 +7 es multiplo de 7 porque 14-5y 7
son multiplos de 7.

Determina cudl es el resto de dividir el resultado
de un cdlculo por un ndmero cuando el divisor y/o
un maltiplo de este se encuentran escritos explici-
tamente en el cdlculo, sin realizar transformaciones
y fundamentando con lenguaje coloquial.

Por ejemplo, afirma que el resto de dividir el re-
sultado de 14 -5 + 12 por 14 es 12 porque 14 - 5
es multiplo de 14, y, al sumarse 12, el resultado
se pasa 12 unidades de un mdltiplo de 14.
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= Determinar si el resultado de un calculo es multiplo de un numero o cual es el resto de dividirlo por ese nimero

= Determinar si el resultado de una expresion que incluye variables es mdltiplo de un nimero

o cudl es el resto de dividirlo por ese nimero

= Formulas para contar

Ciclo Basico

Estudio de la variacion del perimetro y del &rea de figuras

Determina si el resultado de un célculo es multiplo

de un nimero o cudl es el resto de dividirlo por ese
; .

nimero. Reconoce la necesidad de que para fun-

damentar su afirmacién, el divisor debe mostrar-

se de forma explicita y realiza transformaciones pa-

ra lograrlo.

Por ejemplo, para hallar el resto de dividir
14-5+15 por 7

reescribe el cdlculo de manera que el 7 se
muestre de forma explicita:

14.5+15=7-2-5+7-2+1

Luego afirma que el resto es 1 porque los dos
primeros términos forman un multiplo de 7 y
el resultado se pasa una unidad de un multi-

plode7.

Pone en juego la propiedad que afirma que: si & es
multiplo de 4, entonces todo multiplo de & tam-
bién es multiplo de 4. Lo expresa oralmente o por
escrito de manera coloquial para un caso particular
o de manera general.

Por ejemplo, para hallar el resto de dividir
14-5+15 por 7
reescribe el cdlculo
14.5+15=14-5+14+1

y afirma que 14 es un mdltiplo de 7, por lo
que 14 -5 + 14 también lo serd. Luego, el resto
de dividir el nimero por 7 serd 1 porque el re-
sultado se pasa 1 de un mdaltiplo de 7.

Determina si el resultado de un cilculo es multi-
plo de un niimero cuando el divisor o un multi-
plo de ¢l no se encuentran escritos explicitamente,
lo que requiere realizar transformaciones del cdlcu-
lo original.

Por ejemplo, determina que 6-35 es multiplo
de 14 reescribiendo el cdlculo como

2.3.7-5=2.7-3-5=14-3.5

para obtener el factor 14 y mostrarlo de mane-
ra explicita.

Determina cudl es el resto de dividir el resultado
de un cdlculo por un nimero aunque el divisor o
un multiplo de este no se encuentren escritos ex-
plicitamente, lo que requiere realizar transforma-
ciones del cdlculo original.

Por ejemplo, reescribe 27 - 16 + 22 como
3.9.2.8+18+4=18-3-8+18+4

para determinar y mostrar que se trata de un
numero que se pasa 4 unidades de un multi-
plo de 18, por lo que su resto al ser dividido por
18 es 4.
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Determina si el resultado de un producto que in-
cluye variables es multiplo de un niimero cuando
la respuesta no depende del valor de la variable y el
nimero aparece escrito de manera explicita.

Por ejemplo, afirma que el resultado de la ex-
presion 7n serd multiplo de 7 para cualquier
valor de la variable porque el nimero puede
expresarse como el producto entre 7 y un nu-
mero entero.

Determina si el resultado de un producto que in-
cluye variables es multiplo de un nimero cuando
la respuesta no depende del valor de la variable y
aparece un multiplo del niimero escrito de mane-
ra explicita.

Por ejemplo, afirma que el resultado de la ex-
presion 187 es multiplo de 9 para cualquier va-
lor de la variable porque 18 es mdltiplo de 9.
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Ciclo Basico

Determina si el resultado de un cdlculo que incluye
variables es multiplo de un nimero cuando la res-
puesta no depende del valor de la variable.

Por ejemplo, afirma que el resultado de la ex-
presion 147+ 7 serd multiplo de 7 para cual-
quier valor de la variable porque tanto 147 co-
mo 7 lo son.

Determina cudl es el resto de dividir el resultado
de un cdlculo que incluye variables por un nimero
si la respuesta no depende del valor de la variable.

Por ejemplo, afirma que el resultado de la ex-
presién 187+ 7 tiene resto 7 al dividirlo por 9
para cualquier valor de la variable porque 187
es multiplo de 9, y por lo tanto, el resultado se
pasa 7 unidades de un multiplo de 9.

Determina si el resultado de un cdlculo que inclu-
ye variables es multiplo de un nimero en situacio-
nes en donde la respuesta depende del valor de la
variable, describiendo las soluciones mediante len-
guaje coloquial.

Por ejemplo, afirma que el resultado de la ex-
presién 57+ 2 no siempre es multiplo de 2 y
que para serlo, 7 debe ser multiplo de 2, ya
que solo asi 57 serfa multiplo de 2 y, al sumar-
le 2, seguiria siendo mdaltiplo de 2.

Determina si el resultado de un célculo que inclu-
ye variables es par o impar en situaciones en donde
la respuesta depende del valor de la variable, descri-
biendo las soluciones mediante lenguaje coloquial.

Por ejemplo, afirma que, para que el resultado de
la expresién 37+ 5 sea multiplo de 2, 7 debe ser
impar, ya que solo asi 37 serfa impar y, al sumar-
le 5, se obtiene un niimero par. Por otro lado, si
n es par, también lo serd 37, por lo que la suma
3n+5 serd impar.

Determina y expresa dominios de validez mediante
expresiones algebraicas.

Por ejemplo, para expresar los valores de 7 para
los cuales el resultado de 3(7 - 1) es maltiplo de
4, escribe la expresién n=4k+ 1 y la interpreta
como el conjunto de todos los nimeros que “se
pasan” 1 de un multiplo de 4.
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primaria y secundaria

Transicion entre

Explora la variacién del 4drea de una figura en fun-
cién de la variacién de sus lados, bases o alturas.
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Ciclo Basico

Produce e interpreta las férmulas que dan cuenta Valida afirmaciones por medio de transformacio-
del perimetro y/o el 4rea en figuras genéricas® so- nes algebraicas e interpretacién de férmulas, en si-
bre la base de dibujos dados y establece relaciones tuaciones que implican la comparacién de dreas.

entre ellas.

Por ejemplo, para resolver problemas como el

Por ejemplo, para resolver el siguiente problema: que se muestra a continuacion:
¢Es cierto que el drea del rectaingulo ABDC En la figura, ABFE es un rectingulo, D
es el doble de la del rectdngulo AEFC? iy C son puntos medios de los segmentos

.Y el perimetro? AE y BE respectivamente, y G pertenece
¢ : . al segmento EF.

| T 1 G F
: " : :
| A mEM B | D c
Expresa las dreas de los rectingulos AEFC y A B

ABDC como mny 2-m-ny los perimetros .
como 4m+2n 'y 2m+2n respectivamente, y
determina, a partir de la lectura de las férmu-
las, que un drea es el doble de la otra, mientras
que los perimetros no se duplican.

i ¢Es cierto que el drea del rectingulo
i ABCD es igual al 4rea del tridngulo ABG?

El estudiante marca un punto H sobre el seg-
mento AB de manera que GH sea la altura del

) , , tridngulo y realiza lo siguiente:
Produce e interpreta férmulas para comparar peri-

metros y/o dreas de figuras genéricas. Area del tridngulo AGB* =

|ABIl.IGHI _ |ABI.IBF| _ [ABI.[BCI.2

Por ejemplo, para resolver el problema: 2 2 2

: ] ) ) : = |ABI|.IBCl = Area del rectingulo ABCD
:Es cierto que si a un rectdngulo se le

duplica la medida de su altura y la medi-
da de su base se mantiene igual, su drea
se duplica?

Produce férmulas como 6-a y b-2-a para
luego interpretar la segunda expresién como el
doble de la primera.

3 Se entiende aqui por figuras genéricas aquellas en las que no se brindan medidas.

4 Sibien en el ejemplo se han utilizado las notaciones convencionales para las medidas de los segmentos, es posible que

los estudiantes utilicen otras que no sean totalmente correctas. Si no hay dudas respecto de qué representan, no resulta
un problema, debido a que el foco de la actividad estd puesto en la validacion.
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Transicion entre

primaria y secundaria

Calcula el paso 7 de un proceso que cumple una cier-
ta regularidad para un valor especifico de 7 sin reali-
zar un conteo.

Por ejemplo, para resolver el problema:

i El siguiente dibujo es un cuadrado forma- !
do por cuadraditos y tiene sombreado so- !
© lamente el borde: ‘

. » ;Cudntos cuadraditos hay sombreados !
en la figura?

» Calcular el numero de cuadraditos
sombreados en un cuadrado de 37
cuadraditos de lado.

Halla una forma de realizar el conteo que ge-
neraliza, como

37-4-4
36-4

o
37-2+35.2

aunque no explicita la regla general.
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Ciclo Basico

Produce una férmula que calcula el paso 7 de un Valida la equivalencia entre férmulas apelando al
proceso que cumple una cierta regularidad. contexto y/o a transformaciones algebraicas.
Por ejemplo, para la secuencia: Por ejemplo, para el problema:
Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Consideren la siguiente secuencia:
L L ° ° ° L] L] L] L]
o o e o o e o o Figura 1 Figura 2 Figura 3
() ° L] L] () L] L] L] L]

Escribe una férmula que permite calcular la

~ I posicion . a
cantidad de puncos para la posicién + Ramiro usa la férmula C=37+2 para ha-

llar la cantidad de cuadraditos que forman
la figura 7. Lautaro usa la férmula

C=5+3(n-1)

Analizd si es posible que los dos tengan
razén.

Utiliza propiedades de las operaciones para
mostrar la equivalencia:

5+3(n-1)=5+3n-3=3n+2

O bien se apoya en diferentes maneras de con-
tar los cuadraditos:

» La cantidad de cuadraditos en la parte
central es tres por la cantidad de colum-
nas, que coincide con el nimero de la fi-
gura. A ese resultado se le suman los dos
cuadraditos de los costados.

» La primera figura estd formada por 5 cua-
draditos. A medida que se avanza a la figu-
ra siguiente se le agrega una columna de
3 cuadraditos. La cantidad de columnas
que se agregan es siempre una menos que
la posicién.
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Calculos y operaciones en los
conjuntos de los Niumeros Naturales,
Enteros y Racionales

Para el armado de la progresién en este subeje se ha considerado el trabajo con los niime-
ros enteros y racionales, entendiendo que también incluyen los niimeros naturales. El foco
de la propuesta no estd puesto en la habilidad para operar —aunque se considera que el
dominio de las técnicas operatorias es necesario— sino en otras cuestiones como el cdlculo
mental, la anticipacién del signo del resultado de un cdlculo, y saber si el resultado de un
célculo serd mayor o menor que los ndmeros intervinientes. Es decir, sobre la construc-
cién de herramientas de control.

El cilculo mental, tal como es entendido en el Disefio Curricular, consiste en un conjun-
to de procedimientos que, analizando los datos por tratar, se articulan sin recurrir a un
algoritmo preestablecido para obtener resultados exactos o aproximados. Es necesario, en-
tonces, analizar cada caso en particular y buscar el modo mds conveniente para operar. No
hay reglas a seguir, cada caso es singular. En este sentido, resolver cdlculos mentalmente es
una verdadera actividad de resolucién de problemas, donde es necesario elegir la estrategia
de resolucién mds conveniente entre las disponibles.

En cuanto al trabajo con los ndmeros racionales, interesa explicitar aquellas rupturas
respecto de los enteros y de los naturales. Para eso, en estas progresiones se abordan la
densidad, el orden, la relacién entre una expresion fraccionaria y una decimal para el mis-
mo numero, y la discusién acerca de cuidndo un nimero racional admite una expresién
decimal finita o periddica.

También se incluye el trabajo con potencias de exponente natural, entero o racional, no solo
para el cdlculo sino para el andlisis de dominios de validez y la anticipacién de resultados.
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Calculos y operaciones en los conjuntos
de los Numeros Naturales, Enteros y Racionales

primaria y secundaria

Transicion entre

Identifica y usa adecuadamente las propiedades dis- Resuelve problemas que implican la interpreta-
tributiva y asociativa para la resolucién de célculos de cién y el uso de niimeros enteros a partir de dife-
multiplicacién. rentes contextos y la resta de nimeros naturales.

Resuelve cdlculos mentales de divisién descompo-

niendo convenientemente el dividendo o el divisor. Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Resuelve cilculos mentales de divisién o reconoce la . Undiadeinvierno, antes de salir de su casa,
equivalencia entre cdlculos y explicita las propiedades ' Lucia se fij6 la temperatura y era de 2 °C. |
de la divisién puestas en juego. . Al regresar a su casa se volvié a fijar y la

. temperatura habfa descendido 5 °C. ;Cual !
| era la temperatura en el momento en que !
© volvié a la casa?

Resuelve calculos horizontales teniendo en cuenta la
jerarquia entre las operaciones implicadas.

. Un programa ubica nlimeros en una recta |
' numérica. Si se ingresa el nimero —1000

:En qué zona de la recta debe ubicar el re-
sultado? ;A qué distancia del 02
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= QOperaciones de sumas, restas, multiplicaciones = QOperaciones de potenciacion y radicacion con
y divisiones con numeros enteros nameros enteros y racionales

= Qperaciones de sumas, restas multiplicaciones = Densidad y orden de los nimeros racionales

y divisiones con nlimeros racionales - . - . .
= Relacion entre escritura fraccionaria y escritura decimal

= Operaciones de potenciacion y radicacion
con numeros enteros

Ciclo Basico

Resuelve operaciones con nimeros enteros, en di- Estima el resultado de un cilculo con ndmeros
ferentes contextos y/o en la recta numérica. enteros sobre la base del andlisis de los niimeros
implicados.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Por ejemplo:
A principio de mes, el saldo de la cuen-

ta bancaria de Martin era de -$1.000. Si
a fin de mes el saldo era de $2.000, ;qué
operaciones pudo haber hecho durante el
transcurso del mes?

En el cilculo (-2) -3 - (-2) + 1, determina, sin
hacer la cuenta, que al eliminar -3 el resultado
serd mayor porque “se deja de restar 3”; y que
si se eliminara - (-2) el resultado serfa menor
“porque restar un niimero negativo es equiva-
lente a sumar uno positivo del mismo valor
absoluto”.

Decidi cudl o cudles de estos cdlculos te
permiten calcular el saldo de la cuenta de
Martin a fin de mes y, en los casos adecua-
dos, explicd cudl serfa el significado de cada
uno de los niimeros y de las operaciones.

» —=1000 + 3000

» =1000 +2000 + 1000

» —=1000 - 1000

» 1000 + 1000

Y resuelve problemas como los siguientes:

En una multiplicacién entre 100 nimeros,
35 nimeros son negativos y el resto positi-
vos. ;Cudl es el signo del resultado?

Ubic4 en la recta numérica el resultado de

(-m)-2yelde(-n)-2.

Ubicd en la recta numérica el resultado de
2.(-2) yde (-3) - (-2) sin hacer la cuenta.

Explicd cémo lo pensaste. Determina el dominio de validez de relaciones de

orden y distancias a partir de la lectura de expre-
siones algebraicas.

"""""""""""""""""""""""""""""" Por ejemplo, resuelve problemas como estos:

Indic4 en una recta numérica todos los nu-
meros enteros 72 que cumplen que 72> 8.

Encontra todos los valores enteros de m
que cumplen que | m-2|> 5.

La fila continiia en pdgina 37.
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primaria y secundaria

Transicion entre

Suma y resta fracciones con cualquier denominador. Resuelve mentalmente célculos en los que se mul-
tiplican fracciones cuyo producto es un nimero

Multiplica fracciones entre si. .
entero, reconociendo que se trata de encontrar un

Resuelve cilculos en los que se multiplican fracciones “multiplo” de la fraccién inversa.
cuyo producto es 1, reconociendo que se trata de en-
contrar la fraccién inversa. Por ejemplo, en el siguiente problema:

Divide cualquier fraccién por un nimero entero

£ £ Completa sobre la linea de puntos de ma-
usando procedimientos diversos.

' nera que la igualdad sea verdadera y expli- !
' cd cémo lo pensaste.

.7 14 . .
Completa con la fraca.on 3y explica que si
completara con la fraccién inversa Z el resulta-
do seria 1y, por lo tanto, para que el resultado
sea 2 debe completar con el doble.
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Ciclo Basico

Contintia la fila de pdgina 35.

Determina el dominio de validez de relaciones de
orden y distancias.

Por ejemplo, resuelve problemas como estos:

Indicd en una recta numérica todos los nu-
meros enteros que sean menores que —2.

Encontrd todos los niimeros enteros que se
encuentren a distancia 7 del -1.

Reconoce, que dados dos nimeros racionales dis-
tintos de cero, siempre es posible pasar de uno a
otro a través de la multiplicacién de uno de ellos
por un tercer niumero racional. Utiliza este cono-
cimiento para resolver cilculos en los que se mul-
tiplican fracciones cuyo producto es una fraccién.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Si es posible, completd sobre la linea de
! puntos de manera que la igualdad sea ver- !
i dadera. Si no es posible, explicd por qué. !

Reconoce las condiciones para las cuales el produc-
to entre un numero natural y una fraccién es ma-
yor o menor que el nimero entero.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Respondé sin resolver los célculos. ;Es
. cierto que el resultado de 4-3 es mayor
. que 42 ;Y el resultado de 422

Reconoce las condiciones para las cuales la mul-
tiplicacién entre fracciones da como resultado un
producto que es mayor o menor que cada uno de

sus factores.

Por ejemplo, resuelve problemas como estos:

Sin hacer la cuenta, decidi si es cierto que
4.1 1,
el resultado de § - J es mayor que 5. ;Y ma-

 ¢Para qué valores de 7, 4 - 2 es mayor que 4?
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primaria y secundaria

Transicion entre

Resuelve problemas de tipo recursivo utilizando la Resuelve célculos que incluyen potencias de base
potenciacion. entera y exponente natural.

Anticipa si una potencia es menor o mayor que la
base.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Sin hacer las cuentas, compard los si-
guientes nimeros:

033

o)y

Resuelve cdlculos que incluyen potencias de base
entera y exponente entero.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

37 y(-3)7
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Ciclo Basico

Determina el dominio de validez en raices de argu- Determina el dominio de validez de potencias de
mento entero e indice natural. base entera o racional y exponente natural en situa-
ciones en las cuales se ponen en juego relaciones de
Por ejemplo, explicita que no es posible calcular la orden y equivalencias entre cdlculos.
raiz cuadrada de un nimero negativo porque el re-
sultado de elevar un nimero al cuadrado es siem- Por ejemplo, resuelve problemas como estos:

pre positivo, sea ese niimero positivo o negativo.
a) ;Qué valores puede tomar 7 para que

Anticipa el signo de una potencia de base entera y (-3)7>-3?
exponente natural analizando el signo de la base y . b) ;Qué valores puede tomar 7 para que
la paridad del exponente. L (3)r=3m

Por ejemplo, resuelve los siguientes problemas:

a) ;Qué valores puede tomar 7 para que

i , . ) 102 | 1\*5 13

1 ¢Qué signo tiene el resultado de (-5) 2 | (3)">3?
C[ """""""""""""""" " b) thﬂlé valores puede tomar 7 para que

ompard los siguientes nimeros y explica 1y 15

P & y exp (2) <3°

cémo lo pensaste:

234 431 ¢) ;Qué valores puede tomar 7 para que

i a) (_3) y (_3) i EL)”= 22

| | 2 ’

| 315 315 B R .

b)(-7) y-7

E 214 214 E

o (7)) Y7 :
Resuelve célculos que incluyen potencias de base Aplica propiedades de la potencia para obtener re-
racional y exponente entero. sultados exactos de cdlculos y lo realiza.

Resuelve célculos que incluyen potencias de base
entera y exponente racional, mediante la transfor- or gjemp
macién de los exponentes como combinaciones de 2%.45-85=3/8=2
exponentes enteros y raices, y viceversa.

Por ejemplo, de la siguiente manera:

! Determina el dominio de validez de potencias de

Por ejemplo, establece que (9)* =(v9)’ base entera o racional y exponente entero en situa-
ciones en las cuales se ponen en juego relaciones de
orden y equivalencias entre cdlculos.

Por ejemplo, resuelve el siguiente problema:

;Qué valores puede tomar 7 para que (1)*> 12
1
12

- ¢Qué valores puede tomar 7 para que (1)” <
+ ¢Qué valores puede tomar 7 para que (1)" =22

>
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primaria y secundaria

Transicion entre

Intercala una fraccién entre otras fracciones dadas. Encuentra todas las fracciones de un denominador
dado que se encuentran entre dos nimeros enteros.

Por ejemplo:

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
' Las fracciones %, %, %, % estdan ordena- !
' das de menor a mayor, ;dénde ubicarfas |

. Hall4 todas las fracciones de denomina-
' dor 5 que se encuentran entre el 7 y el 8. |
. ;Cudntas son?

15, 3>
L2 Y13

Resuelve problemas que implican considerar la

densidad del conjunto de nimeros racionales, co-

mo, por ejemplo, situaciones que implican encon-

trar fracciones entre otras dos fracciones dadas. Identifica los niimeros enteros que se encuentran
entre dos fracciones dadas.

Compara y ordena fracciones.

Compara fracciones entre si, eligiendo diferentes
estrategias seguin las fracciones dadas.

Determina la ubicacién de nimeros en una recta
numérica en la que se ha senalado la ubicacién de
dos fracciones.

Elige una unidad conveniente para representar
fracciones en una recta numérica.
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Ciclo Basico

Encuentra y cuenta todas las fracciones de un de-
nominador dado, 4, que se encuentran entre dos
fracciones cuyo denominador no es ni & ni es mul-
tiplo ni divisor de .

Anticipa la cantidad de fracciones de un denomi-
nador dado que se encuentran entre dos niimeros
enteros.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Sin hacer cuentas, indicd cudntas fraccio-
nes de denominador 17 hay entre 20 y 21.

:Cudntas fracciones con denominador 15
~5y 3>
se encuentran entre -3 y 3

Encuentra todas las fracciones de un denominador

dado, 4, que se encuentran entre dos fracciones cu-
q

yo denominador es 4, o un multiplo o divisor de 4.

Determina el dominio de validez para numerado-
res y denominadores en situaciones que involucran
determinar el orden de fracciones.

Por ejemplo, en el siguiente problema:
Por ejemplo, resuelve problemas como estos:

Halld todas las fracciones de denomi-
nador 4 que se encuentran entre Z y 2.
¢Cudntas son?

¢Para qué valores enteros de 7, % es me-
15
nor que 5

Establece que, como %=14—4, se trata de todas

las fracciones que estdn entre 14—4 y 24—9 : 175; 176;
; %. Luego afirma que en total son 14 frac-

ciones.

:Para qué valores naturales de 7 y de m, 2
es mayor que 1?

;Para qué valores enteros de 7 y naturales

Determina la ubicacién de ndmeros en una recta
- - N :
numérica en la que se ha senalado la ubicacién de .
dos ntimeros expresados como fraccién o decimal.

de m, 2 es menor que -1

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

;Qué ndameros representan A y B en es-
ta recta?

Numeros y algebra



primaria y secundaria

Transicion entre

Compone y descompone niimeros decimales usan- Reconoce que algunas fracciones pueden expresar-
do sumas de fracciones decimales. se como fraccién decimal y, por lo tanto, tienen
una expresion decimal finita, mientras que otras

Compara y ordena expresiones fraccionarias y de- . . . o
tienen expresiones decimales periddicas.

cimales.

Reconoce que el cociente entre numerador y de-
nominador de una fraccién puede expresarse como
un numero decimal.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
Decidi si las siguientes fracciones admiten

Reconoce cudles son las fracciones que no se pue- una escritura decimal finita o periédica:

den expresar como una fraccién decimal. Por
i 1

ejemplo, feebhoceqac. o puede expresatse con

una fraccién equivalente con denominador que sea

potencia de 10, ya que ninguna potencia de 10 es

multiplo de 3.

Explora las expresiones decimales periddicas, esta-
blece relaciones con las fracciones que no pueden
expresarse como fraccién decimal, y verifica que,
cuando se divide numerador por denominador, se
obtiene un cociente periédico.

Determina la ubicacién de ndmeros decimales y
fracciones decimales en una recta numérica.

Resuelve problemas que exigen analizar la densi-
dad en el conjunto de los Numeros Racionales.

Resuelve célculos de suma y resta que combinan
ntmeros decimales y fracciones decimales o frac-
ciones equivalentes a fracciones decimales.
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Ciclo Basico

Escribe todas las fracciones en su expresion deci- Reconoce si el desarrollo decimal de una fracciéon
mal, inclusive las que poseen escritura decimal pe- es finito o periddico sin hacer la divisién y ponien-
riddica. do en juego diversos criterios y propiedades.

Por ejemplo: Por ejemplo, resuelve problemas como este:

1 OA __________________________________________________

3 Sin hacer la cuenta, determind si las si-

guientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Explicd como lo pensaste.

» Para cualquier fraccién es posible hallar
otra equivalente cuyo denominador sea
una potencia de 10.

» La fraccién 21 tiene un desarrollo de-
cimal periédico porque el 24 contiene
un 3 en su desarrollo como producto de
factores primos.

Anticipa la cantidad de cifras decimales de la expre-
sién decimal de una fraccién sin hacer la divisién.

Por ejemplo, en el siguiente problema:

Sin hacer la divisién, indicd cudntas ci-
fras después de la coma tendrd la expre-
sién decimal de cada una de las siguien-
tes fracciones:

7 b) Z 27
) % ) 5 9 %0
08 128 27
'3 T

Busca fracciones equivalentes a las dadas cuyo
denominador sea una potencia de 10, para asi
saber la cantidad de digitos que tendrd el ni-
mero después de la coma.

i 279 18 27
Por ejemplo, como 27=2 =18, entonces 2

tiene un solo nimero después de la coma.
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Actividades para relevar los aprendizajes

Como se senalé en la introduccién de este documento, se incluyen aqui algunos ejem-
plos de problemas que podrian ser ttiles a la hora de recabar informacién sobre el estado
de conocimientos de los estudiantes en relacién con el eje Numeros y dlgebra. Parte de
esta informacion puede recabarse durante el trabajo en el aula, a partir de observar a
los alumnos mientras resuelven problemas, de analizar sus intervenciones y preguntas
durante las instancias colectivas y las explicaciones que pueden dar de su trabajo. Sin
embargo, resulta necesario también disponer de datos acerca de las producciones de los
estudiantes en situaciones de trabajo individual que permitan analizar mds detallada-
mente la produccién de cada uno. Las situaciones propuestas a continuacién responden
a este propdsito.

Informacion que porta un calculo 0 una expresion

Situacion 1. Multiplos y divisores

El problema que se presenta a continuacidn tiene por objetivo evaluar si el estudian-
te puede poner en juego las relaciones entre maltiplos y divisores.

Sabiendo que 4826 =1248, indicd si los siguientes nimeros son divisores
de 1248 sin hacer cuentas de dividir.

a) 26 b) 13 o) 4

A partir de la situacidn se pretende evaluar si el estudiante logra realizar lecturas a
partir del cdlculo de un producto. En el caso del item a), al estar explicito el factor
26, el alumno tendrd que relacionar cada uno de los factores con divisores de 1248.
Para los items b) y ¢), al no estar escritos de manera explicita los factores, se espera
que los estudiantes puedan poner en juego que cualquier divisor de uno de los fac-
tores también serd divisor del producto. Esta propiedad puede estar disponible de
manera implicita o explicita.
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Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Intenta resolver la divisién 1248 :26 para determinar su resto, sin vincularla
con el producto que se da como dato. Si bien no responde a la consigna de
resolver sin hacer divisiones, se trata de un estudiante que reconoce que un
ndmero es divisor de otro si el resto de la divisién es 0.

» Afirma que 26 es divisor de 1248 porque “como 48-26=1248, entonces
1248:26=48". Aunque la respuesta es correcta, la explicacion no es suficiente. Al
estudiante le falta aclarar que puede afirmar que 26 es divisor de 1248 porque el
resto de la division es 0, porque 26 entra exactamente 48 veces en 1248.

» 26 es divisor de 1248 porque 1248 es multiplo de 26 debido a que puede
escribirse como el producto de 26 por un niimero entero, 48. También es po-

sible que el alumno produzca razonamientos similares, por ejemplo, “como
48-.26=1248, entonces 1248:26=48 y el resto es 0”.

Para el item b) se puede observar si el estudiante:

» Intenta resolver la divisién 1248:13 para determinar su resto, sin vincularla
con el producto que se da como dato. Si bien no responde a la consigna de
resolver sin hacer divisiones, se trata de un estudiante que reconoce que un
ndmero es divisor de otro si el resto de la divisién es 0.

» Afirma que 13 es divisor de 1248 porque 26 lo es y 13 es la mitad de 26. El
estudiante, en este caso, explicita una propiedad que no necesita validar por
considerarla evidente.

» Transforma el cdlculo en 48-26=48-2-13=1248, y luego sefiala que 13 es
divisor de 1248 porque es uno de los factores en la descomposicién.

Para el item c) se puede observar si el estudiante:

» Intenta resolver la divisién 1248 : 4 para determinar su resto, sin vincularla con
el producto que se da como dato. Si bien no responde a la consigna de resolver
sin hacer divisiones, se trata de un estudiante que reconoce que un ndimero es
divisor de otro si el resto de la divisién es 0.

» Afirma que 4 es divisor de 1248 porque 48 lo es y 48 puede escribirse como
4.12. El estudiante, en este caso, explicita una propiedad que no necesita va-
lidar por considerarla evidente.

» Transforma el cdlculo en 48-26=4-12-26=1248, y luego sefiala que 4 es
divisor de 1248 porque es uno de los factores en la descomposicién.
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Situacion 2. Multiplos y divisores

A partir de las siguientes situaciones se intenta evaluar si el estudiante puede leer la
informacién que porta un cdlculo.

Sin hacer cuentas de dividir, indic4:
a) Sil6-18-27+32 es divisible por 4.
b) Cudl es el resto de dividir a 63 - 8 + 4 por 6.

Explicé cémo pensaste cada situacién.

En el item a) la tarea propuesta consiste en realizar una lectura, que puede ser directa’

0 no, que requiere reconocer que la suma de dos multiplos de 4 es multiplo de 4. Si

el estudiante no dispone del conocimiento de que cualquier producto en el cual uno
de sus factores es multiplo de 4 es divisible por 4, entonces necesitard transformar la
escritura del cdlculo de modo que el factor 4 esté explicito en el primer sumando.

En el item b), la lectura no puede hacerse de manera directa, por lo cual resulta nece-
sario transformar el cdlculo en otro del cual pueda leerse el resto de la divisién por 6.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

»

Necesita hallar el resultado del cdlculo para luego usar un criterio de divisibili-
dad. Es decir, encontrar que 16- 18- 27 + 32 =7808 y afirmar que el resultado
es divisible por 4 porque sus dos dltimas cifras forman un multiplo de 4. Este
tipo de resolucidn, si bien es correcta, responde a una légica mds aritmética
que algebraica.

Puede responder a partir de realizar una transformacién del cilculo, dando
razones que expliquen su respuesta. Por ejemplo, reescribiendo el cdlculo como
16-18-27+32=4-4-18-27+4-8 y afirmar que cada término es multiplo
de 4 por ser el producto entre cuatro y un niimero natural. Luego, puede de-
ducir que el resultado serd maltiplo de 4 por ser la suma de dos multiplos de 4.

Puede responder sin hacer ningin cédlculo, dando razones que expliquen su res-
puesta. Se espera que los alumnos puedan afirmar que tanto 16-18-27 como
32 son mdltiplos de 4, por lo cual su suma también lo sera.

> Llamamos lectura directa a la que puede hacerse sin necesidad de transformar la expresion.
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Para el item b) se puede observar si el estudiante:

» Necesita hallar el resultado de 63 - 8 + 4 para luego intentar encuadrarlo en-
tre dos multiplos sucesivos de 6. En este caso, como 63 - 8 + 4 = 508, que se
encuentra entre 504 = 84 - 6y 510 = 85 - 6, el resto de la division es 4, que
corresponde a la cantidad de unidades que 508 se pasa de 504. En este tipo de
resolucién no se pone en juego la lectura de la informacién que porta el cdlcu-
lo, por lo que se trata de una estrategia mds vinculada a lo aritmético.

» Intenta transformar el cdlculo para que quede expresado como la suma entre
un multiplo de 6 y un niimero menor que 6. En este caso se pueden plantear
al menos dos situaciones para analizar:

» El alumno apela a la descomposicién en factores del primer sumando pero
no puede avanzar en la resolucién. Por ejemplo, si un alumno escribe

63-8+4=9.7-2.2.2+2.2
es posible que no haya comprendido el porqué de la necesidad de transformar
la escritura. También es probable que, luego de hacer esta transformacién, no

logre identificar la manera de reagrupar el cdlculo de modo que uno de los
factores del primer sumando sea 6.

» El alumno descompone el primer sumando en factores y logra reescribirlo
como un multiplo de 6. Por ejemplo,

63-8+4=3-21-2-4+4=6-21-4+4

de donde puede leer que ese resultado supera en 4 unidades a un multiplo

de 6, por lo que el resto de dividirlo por 6 es 4.
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Situacion 3. Multiplos y divisores. Variables

El siguiente problema permite evaluar si los alumnos son capaces de hallar el resto
de una divisién para un cdlculo en el que intervienen variables. Se proponen tres
casos diferentes.

Si 7 es un nimero natural, halld el resto de dividir a cada una de las siguientes
expresiones por 3 sin resolver divisiones:

a) 3n+2 b) 18n+1 c) In+1l

El primero de los items puede resolverse a partir de una lectura directa, en el segun-
do es necesario poner en juego que un multiplo de 3 es divisible por 3, mientras
que en el tercer caso, el término que suma es mayor que 3, por lo que serd necesario
transformarlo para poder leer cudl es el resto.

A la hora de intentar resolver estos problemas, es muy posible que algtin estudiante
diga que no puede encontrar el resto porque no conoce el valor de 7. En este caso
el docente puede sugerirle que pruebe reemplazando 7 por distintos niimeros natu-
rales. De esta manera, el alumno podrd ingresar al problema y tendrd la posibilidad
de avanzar en su comprensién de la situacidn.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Reemplaza 7 por uno o mds valores, hace el clculo para luego dividir por 3 y
hallar el resto. Si bien la consigna pide no resolver la divisién, es probable que
varios estudiantes lo hagan. En estos casos el docente podrd intervenir para
recordarles la restriccién que plantea el problema, para que el alumno intente
avanzar hacia otra estrategia de resolucién. En caso de que el estudiante no
logre hallar una estrategia que permita resolver el problema, el docente podrd
proponerle que analice el resto de dividir 37 por 3, para luego analizar qué
sucede con el resto al sumar de a una unidad.

» Considera varios valores consecutivos de 7 e intenta hallar alguna regularidad
en cuanto al resto de la divisién por 3. Por ejemplo, obtiene los niimeros 5,
8, 11, 14, etc. y ve que todos tienen resto 2 al dividirlos por 3. Puede hacerlo
resolviendo las divisiones o analizando que cada uno de los niimeros es un
multiplo de 3 mds 2. Luego generaliza esa propiedad para todos los valores de
n, sin validarla. Esta resolucién marca un salto cualitativo respecto de la an-
terior. Las exploraciones son controladas por el estudiante, que decide probar
con numeros consecutivos para analizar si existe algin tipo de regularidad en
los resultados que obtiene.
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» Interpreta que 37 es un mualtiplo de 3, por lo que la expresién representa un
namero que es dos unidades mayor que un multiplo de 3. Luego, el resto al
dividirlo por 3 es 2.

Para el item b) se puede observar si:

» Reemplaza a 7 por distintos valores, hace el cdlculo para luego dividir por 3 y
hallar el resto. Si bien la consigna pide no resolver la divisién, es probable que
varios estudiantes lo hagan. En estos casos el docente podrd intervenir para
recordarles la restriccién que plantea el problema.

» Considera varios valores consecutivos de 7 e intenta hallar alguna regularidad
en cuanto al resto de la divisién por 3. Por ejemplo, obtiene los niimeros 19,
37,55, 73, etc., ve que todos tienen resto 1 al dividirlos por 3 y generaliza esa
propiedad para todos los valores de 7 sin validarla.

» Interpreta que 187 es maltiplo de 3 porque 187 =3 - 67 (o bien lo valida afir-
mando que como 18 es multiplo de 3, cualquier multiplo de 18 también lo
serd), por lo que la expresién representa un niimero que es 1 unidad més gran-
de que un multiplo de 3 y, en consecuencia, el resto, al dividirlo por 3, es 1.

Para el {tem c) se puede observar si:

» Reemplaza a 7 por uno o mds valores, hace el cdlculo para luego dividir por 3
y hallar el resto.

» Considera varios valores consecutivos de 7 e intenta hallar alguna regularidad
en cuanto al resto de la divisién por 3. Por ejemplo, obtiene los niimeros 20,
29, 38, 47, 56, etc., ve que todos tienen resto 2 al dividirlos por 3 y generaliza
esa propiedad para todos los valores de 7 sin validarla.

» Interpreta que 97 es multiplo de 3 porque 972=3 37 (o bien lo valida afir-
mando que como 9 es multiplo de 3, cualquier mdltiplo de 9 también lo
serd) y luego afirma que 11 tiene resto 2 al ser dividido por 3 (sin explicarlo o
escribiendo 11 =9 +2). Luego, la expresién representa un niimero que es dos
unidades mds grandes que un mdltiplo de 3, por lo que el resto al dividirlo por
3es2.
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Situacion 4. Formulas para contar

El siguiente problema permite evaluar si los estudiantes son capaces de hallar una
regularidad y, sobre esa base, formular una manera general de contar.

Una secuencia estd formada por disefios hechos con cuadraditos. Los tres
primeros son los siguientes:

Diseno 1 Diseno 2 Diserno 3

a) Encontrd la cantidad de cuadraditos que hay en el disefio nimero 356.
b) ;Hay algiin disefio que tenga 2850 cuadraditos?

c) Encontrd un disefio que tenga una cantidad par de cuadraditos.

En este problema, si bien no se pide de manera explicita una férmula que permi-
ta saber la cantidad de cuadraditos en funcién del ndmero del disefo, los ndmeros
involucrados hacen que sea necesario encontrar una manera general de contarlos.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Dibuja mds disefios e intenta hallar algtin tipo de regularidad entre la cantidad
de cuadraditos que tiene cada uno.

» Se da cuenta de que la cantidad de cuadraditos va aumentando de 4 en 4,
aun si no logra determinar cémo utilizar este dato para hallar la cantidad de
cuadraditos para el disefio niimero 356. También es posible que produzca una
férmula recursiva, del estilo cuadraditos = cuadraditos del diseno anterior + 4.

» Relata una manera general de hallar la cantidad de cuadraditos a partir de anali-
zar como varfan los dibujos entre un disefio y otro. Por ejemplo, podria afirmar:
“El primer disefio tiene 5 cuadraditos y se van agregando 4 en ‘las puntas’ cada
vez. Como al primero no se le agregan 4, la cantidad de 4 es uno menos que el
numero del disefio.” A partir de esto puede escribir al cdlculo 5 +4 - 355 = 1425.
También puede pensar que cada disefio se obtiene de 1 cuadradito més 4 pun-
tas, que en el primer disefio tiene 1 cuadradito cada una, 2 en el segundo y asi
sucesivamente. Luego, en el disenio 356 habrd 1+ 356 -4 = 1425 cuadraditos.
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» Intenta producir una férmula para la cantidad de cuadraditos en funcién del
nimero del disefio —correcta o incorrecta— y reemplaza en ella el valor de la

variable por 356.
Para el item b) se puede observar si:

» Responde que el nimero de disefio es 712, el doble de 356. En este caso,
el alumno supone que hay una relacién de proporcionalidad directa entre la
cantidad de cuadraditos y el niimero de disefio: al doble de cantidad de cua-
draditos (2850 es el doble de 1425) corresponde el doble del nimero de disefio
(712 es el doble de 356). Es habitual que los estudiantes supongan que si dos
variables crecen al mismo tiempo, entonces existe entre ellas una relacién de
proporcionalidad directa, sin verificar si efectivamente es asi. Este problema
puede ser una buena ocasién para discutirlo con la clase.

» Prueba por ensayo y error, y encuentra que para el disefio 712 hay 2849 cua-
draditos, mientras que para el diseno 713 hay 2853 cuadraditos. A partir de
alli puede deducir que ningtin disefio tendrd 2850 cuadraditos.

» Halla una férmula para determinar la cantidad de cuadraditos en funcién del
ndmero de disefio y plantea una ecuacién, por ejemplo, 5 +4(z-1) =2850 o
47 +1=2850. Luego determina que esa ecuacién no tiene solucidn.

Para el {tem c) se puede observar si:

» Responde que no es posible a partir de haber encontrado algunos valores para
la cantidad de cuadraditos pero no da razones para su respuesta.

» Responde que no es posible a partir del andlisis de los valores que se obtienen
de forma recursiva: el primer disefio tiene 5 cuadraditos, que es un ntimero
impar, y los demis se obtienen sumando cuatro cuadraditos, que es un niimero
par, por lo que la cantidad de cuadraditos serd siempre impar.

» Lee la informacién que porta la férmula e interpreta que 5 +4(n-1) y 4n+ 1
representan la suma entre un niimero par y uno impar, por lo que el resultado
siempre serd impar.
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Situacion 5. Variacion de perimetros y areas

El siguiente problema permite evaluar si los estudiantes analizan las figuras y sus
relaciones de manera general y si son capaces de modelizar la situacién mediante el
uso de férmulas.

El punto D es el punto medio del segmento AB. C
Sin medir, encontra la relacién entre las dreas de los

tridngulos ABC y ADC.

Se puede observar si el estudiante:

»

Mide la base y la altura de cada tridngulo y halla sus dreas aproximadas. Luego
compara los resultados obtenidos en términos de mayor o menor.

Responde que el drea del tridngulo ADC es la mitad del drea del tridngulo ABC
porque su base mide la mitad, sin validar su afirmacién ni referirse a las alturas
de ambos tridngulos. Es posible que este estudiante dé la respuesta correcta en
base a un razonamiento incorrecto.

Escribe las férmulas de las dreas para cada uno de los tridngulos sin relacionar las
medidas de las dos bases. Por ejemplo, escribe Area ABC =£:2 y Area ADC = &2
0 Area ADC=4:4, v da 0 no la respuesta correcta. El alumno que elige esta es-
trategia no logra expresar la relacién entre las bases, lo cual le permitiria leer que
un drea es la mitad o el doble de la otra. Las férmulas planteadas no permiten
resolver el problema.

Responde de manera correcta e intenta validar de manera coloquial afirmando
que si en un producto uno de los nimeros se reduce a la mitad, entonces su re-
sultado también serd la mitad. Este razonamiento implica el uso de la férmula,
aunque sea de manera implicita. El estudiante reconoce que en ambos casos se
estd multiplicando la base por la altura y que uno de los valores no cambia, mien-
tras que el otro se reduce a la mitad. Eso hace que un drea sea la mitad de la otra.

Escribe las férmulas de las dreas para cada uno de los tridngulos relacionando
las medidas de las dos bases. Por ejemplo, escribe
b\.

) ) 2. h
AreaABC:MyAreaADC:(2> _1.b-h
2 2 2 2

para mostrar que el drea del tridngulo ADC es la mitad del drea del tridngulo
ABC. Esta estrategia hace uso de la férmula y la relacién entre las bases. El estu-
diante opera sobre la férmula para mostrar y leer la relacién entre las 4reas.
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Calculos y operaciones en los conjuntos de los Nimeros Naturales, Enteros y Racionales

Situacion 1. Calculos con nimeros enteros

El siguiente problema permite evaluar si los estudiantes son capaces de utilizar las
operaciones y las nociones de orden y distancia en los nimeros enteros para resolver
situaciones en contextos extramatematicos.

Un submarino estaba a -248 metros respecto del nivel del mar. Ahora estd a
-48 metros respecto del nivel del mar. ;Subié o bajé? ;Cudntos metros?

Se puede observar si el estudiante:

» Identifica, sin hacer cdlculos, que la diferencia es de 200 m, sin decir si el sub-
marino subié o bajé.

» Da la respuesta correcta a cada una de las preguntas sin mostrar cdlculos.

» Escribe alguna de las restas -248 - 48; -248 - (-48); -48 - 248 0 -48 - (-248)
y escribe el resultado correcto, aunque no se corresponda con el resultado del
célculo que escribid. Es posible que el alumno que plantea un cdlculo incorrec-
to reconozca que el problema se resuelve restando, pero no sepa en qué orden
realizar la resta o cémo hallar su resultado.

» Escribe un cdlculo correcto y lo utiliza para dar las respuestas al problema, inter-
pretando la diferencia positiva como un indicador de que el submarino subié.

» Da la respuesta correcta al problema, explicindola de manera coloquial. Por
ejemplo, afirma que -48 m estd mds cerca de la superficie que -248 m, por lo
que el submarino subié. Y como de -248 m a -48 m hay 200 m, entonces el
submarino subié 200 m.
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Situacion 2. Dominio de validez para relaciones de orden

A partir de las siguientes situaciones se intenta evaluar de qué manera un estudiante
establece un conjunto solucién e interpreta expresiones que incluyen una condicién.

Encontrd todos los niimeros enteros p que verifiquen cada una de las siguien-
tes condiciones. Explicd coémo pensaste cada {tem.

a) p+(-2)<-4 b) (-4)-p>12

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Ensaya diferentes valores para p y determina algunas de las soluciones posibles,
pero no logra atin encontrarlas todas.

» Ensaya de manera controlada® diferentes valores para p y determina el conjun-
to solucion.

» Relata que, para que la suma dé -4, p deberia valer -2, por lo que, para que la
suma sea menor que -4, el valor de p debe ser menor que -2. Este razonamien-
to puede ir acompanado de un grifico en una recta numérica.

Para el item b) se puede observar si:

» Se da cuenta de que el valor de p tiene que ser negativo para que el producto
sea positivo.

» Se da cuenta de que el valor de p tiene que ser negativo para que el producto
sea positivo y ademds explica que tiene que ser menor que -3.

» Logra encontrar algunas soluciones posibles a partir de ensayos con distintos
valores para p.

» Interpreta la inecuacién en términos de opuestos: si el opuesto de 4p es mayor
que 12, entonces 4p tiene que ser menor que —12, y eso ocurre cuando p es
menor que -3.

¢ Una exploracién controlada responde a una estrategia de bisqueda de regularidades o soluciones, donde a partir de un
resultado, el estudiante decide con qué otro valor le conviene probar.
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Situacion 3. Potencias de base entera

Mediante el siguiente problema es posible evaluar el tipo de generalizacién que
realiza el estudiante al interpretar expresiones que incluyen una condicién: genera-
liza de manera abusiva a partir del trabajo con los nimeros naturales, considera la
totalidad del conjunto de los niimeros enteros sin tener en cuenta casos particulares
o considera distintos sub-conjuntos particulares dentro de los nimeros enteros para
estudiar los alcances de la generalizacién.

Si 7 es un nimero entero:
a) ;Para qué valores de 7 se cumple que 7° < n?
b) ;Para qué valores de 7 se cumple que 7°® < n?

c) ;Para qué valores de 7 se cumple que 7°® > n?

Explicé cOémo pensaste cada {tem.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Responde “nunca” porque el resultado de elevar un niimero a la quinta es
siempre mayor que el nimero. Puede apoyarse en haber probado con algunos
ndmeros positivos o en lo que conoce de su experiencia en el trabajo con ellos.

» Prueba con algunos valores de 7 positivos y negativos y da una solucién con
una cantidad finita de elementos. Esta resolucién marca un avance respecto de
la estrategia anterior, debido a que considerar ensayos con niimeros negativos
muestra que el alumno no considera solamente a los nimeros naturales y que
no se fia de su experiencia de trabajo con ellos.

» Analiza por separado qué sucede cuando 7 es positivo, cero o negativo y explica
que cuando 7 es negativo, 7> también es negativo y su valor absoluto es mayor
que el valor absoluto de 7. Por eso, la solucién son todos los niimeros negativos.

Para el item b) se puede observar si:

» Responde “nunca” porque el resultado de elevar un niimero a la sexta es siempre
mayor que el nimero. Puede apoyarse en haber probado con algunos nimeros
positivos o en lo que conoce de su experiencia en el trabajo con ellos.

» Prueba con algunos valores de 7 positivos y negativos y responde que no hay
solucién.

» Analiza por separado qué sucede cuando 7 es positivo, cero o negativo y explica

que 7° es siempre mayor que 7 porque su valor absoluto es siempre mayor que
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el valor absoluto de 7 y ademds es positivo, ya que el exponente es par. Por eso,
no hay solucién. Es posible que algunos alumnos analicen los casos de 7z =0 y/o
n=1, para los cuales ambas expresiones son iguales.

Para el item c) se puede observar si:

» Prueba con algunos valores enteros de 7 y responde que la solucién son todos
los ndmeros.

» Responde que la solucién son todos los niimeros enteros por ser el caso opues-
to del planteado en la parte b).

» Analiza casos “cruciales” y determina que la desigualdad no es verdadera cuan-
don=00n=1, pero si para el resto de los nimeros enteros. Por eso, la solucién
son todos los niimeros enteros excepto 0 y 1.
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Situacion 4. Operaciones con fracciones

El siguiente problema permite evaluar si el estudiante considera los nimeros racio-

nales como un conjunto numérico donde siempre es posible pasar de un niimero

(distinto de cero) a otro por medio de una multiplicacién y las estrategias de cdlculo

que dispone para encontrarlo.

a) Escribi 5 multiplicaciones que den 7.

2

b) Buscd un niimero que multiplicado por 2 dé Z.

3 8

Explicé cdmo pensaste cada item.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

»

Solo logra escribir multiplicaciones entre nimeros enteros: 1-7, (-1)-(-7).
En ese caso puede ocurrir que el alumno no considere la posibilidad de utilizar
fracciones, sino que trabaje en el dominio de los nimeros enteros.

Puede encontrar al menos una multiplicacién que involucre un niimero racio-
nal, por ejemplo 49 - 1. Eso supone un indicio de que el estudiante considera
a los racionales como el conjunto sobre el que se trabaja, aunque no logre en-
contrar otros cdlculos equivalentes.

Logra encontrar 5 multiplicaciones, partiendo de una de ellas y buscando cdlculos
1
7 bl
multiplicando o dividiendo al 49 y al 7 por el mismo ntimero (distinto de 0).

equivalentes. Por ejemplo, si parte de 49 - L, podrd construir los demds productos

Para el item b) se puede observar si:

» Afirma que no es posible porque 7 no es multiplo de 2 ni 8 es multiplo de 3.

»

Logra encontrar la fraccién buscada a partir de resolver la division entre Z y .
Esta respuesta supone que el alumno reconoce que la division es la operacién
inversa de la multiplicacién y que su resultado serd el nimero buscado. Por
otro lado, este estudiante no pone en duda que es posible pasar multiplicativa-
mente de una fraccién a cualquier otra.

Utiliza estrategias de cdlculo mental para, a partir de encontrar el factor que
hace que el producto sea 1, luego multiplicar por otro factor para obtener el
resultado deseado. Por ejemplo, busca primero la fraccién que multiplicada
2 J4 ol 7.

por 2 dé 1y luego multiplica por Z:

2,3_1y2.3.7 =7 i 2.21_7

2.3=1y z=7Z,esdecirque 2.22=I.
Quien utiliza estrategias de cdlculo mental muestra —al mismo tiempo que da
sentido al procedimiento usado— por qué el ndmero hallado es la solucién, lo
que no ocurre al usar algoritmos sin comprenderlos.
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Situacion 5. Equivalencia de fracciones’

La situacién propone encontrar fracciones equivalentes que cumplan con alguna
condicién con el objetivo de evaluar las distintas estrategias que posee el estudiante
para hallarla o para fundamentar que no es posible.

Encontrd una fraccién equivalente a %
a) Con denominador 5.

b) Cuyo denominador sea una potencia cualquiera de 10.

Explicé coémo pensaste cada {tem.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:
» Afirma que no es posible porque 8 no es multiplo de 5.

» Afirma que no es posible encontrar la fraccién buscada porque, como para
encontrar fracciones equivalentes se puede multiplicar o dividir numerador y
denominador por el mismo niimero (no nulo), a 8 habria que multiplicarlo por
% para que dé 5. Pero al hacer lo mismo en el numerador, al multiplicar 7 por %
el resultado no es un nimero entero.

Para el item b) se puede observar si:

» Ensaya multiplicaciones por 8 intentando buscar alguna que dé por resultado
una potencia de 10. Es posible que el alumno no logre encontrarla, aunque
reconozca qué es lo que tiene que hacer para hallarla.

» Ensaya multiplicaciones por 8 controladas, ajustando el ndmero por el cual
multiplicar en funcién del resultado obtenido y el buscado, para obtener un
resultado que sea potencia de 10. Luego multiplica el numerador por el mismo
nimero que multiplicé al denominador y logra dar con una fraccién equiva-
lente a la pedida.

» Reconoce que el denominador no puede ser ni 10 ni 100 porque no son
multiplos de 8. Decide que 1000 si lo es, apelando a la descomposicién mul-
tiplicativa de 8 =2-2-2 y analizando que para obtener una potencia de 10
es necesario multiplicar por 5-5-5=125. De esa manera logra encontrar la
fraccién equivalente correcta.

7 Ministerio de Educacién, Subsecretarfa de Educacién, Direccién de Curricula y Ensefianza. (2006). Matemdtica.
Niimeros racionales. Aportes para la ensenanza. Nivel Medio. Disponible en: https://bit.ly/36j6fF7 [consultado el
20/12/2019].
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Situacion 6. Fracciones en la recta numérica

El siguiente problema permite evaluar cudles son las relaciones entre fracciones que
el estudiante es capaz de representar en la recta numérica.

Dada la siguiente recta numérica, representd los nameros -1, %, % Explica
cémo decidiste la ubicacién de cada uno.

A
\J

Se puede observar si el estudiante:
» Ubica los ndmeros sin respetar el orden entre ellos ni la escala.

» Ubica los nimeros en orden pero sin respetar la escala, es decir, el -1 a la iz-
quierda del 0, 2 entre 0 y > y 2 a la derecha de 3. Se trata de un alumno que
puede comparar de alguna manera los tres niimeros a representar y >, ya a
partir de relaciones entre sextos, tercios y medios o hallando expresiones deci-
males, pero no sabe cémo utilizar la escala.

» Determina —de manera explicita o no— la ubicacién de ¢, a partir de lo cual
logra representar 1 y/o -1. Se trata esta de la relacién mds inmediata que el
problema requiere poner en juego. A partir de esto, es posible que el estudiante
pueda hallar otras relaciones que le permitan ubicar las demds fracciones:

> que 5 es el doble de ¢ y que 2 es el doble de 1, 0 que 2=%;
» que 5 es el triple de + o que 3-=2, y que 2 es el triple de 1 0 que 2 =

oo
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Situacion 7. Fracciones y decimales en la recta numérica

El siguiente problema permite evaluar cudles son las relaciones entre niimeros racio-

nales escritos en forma fraccionaria y en forma decimal que el estudiante es capaz de

reconocer y cudles de estas es capaz de representar en la recta numérica.

En la siguiente recta estdn marcados los nimeros 0 y 1. Ubicd el nimero

0,75 y explicd cémo determinaste su posicién.

\/

(e}
ua|>—- -+

Se puede observar si el estudiante:

»

Busca una expresion fraccionaria para 0,75 pero no puede avanzar. Se trata de
un alumno que reconoce la necesidad de que ambos nimeros estén represen-
tados de la misma manera para poder ubicarlos en la recta, aunque no logra
determinar cémo hacerlo. Probablemente se deba a que no logra hallar alguna
relacién entre las fracciones que le aporte datos acerca de su ubicacién.

Busca una expresién decimal para 1 e intenta ubicar 0,75. Este alumno pro-
bablemente se sienta mas cémodo representando decimales que fracciones.
Sin embargo, si elige un desarrollo decimal finito para £, por ejemplo 0.3,
su representacién en la recta y la de 0,75 serdn aproximadas. Pone en juego la
nocién de escala, aunque no sea precisa.

Encuentra una expresién fraccionaria para 0,75. Apoydndose en la ubicacién
de 1, ubicael 1 en la recta para luego encontrar %, y a partir de ahf, 2.

Encuentra una expresién fraccionaria para 0,75. A partir de la ubicacién de 7,
ubica 1 en la recta, estableciendo que + es la mitad de 1y que 2 es equivalente a
2. Luego ubica %, a partir de considerar que es la mitad de 1, y a partir de ahf, 2.
Esta tltima resolucién requiere del uso de relaciones de mitad entre fracciones,
sin necesidad de recurrir al 1 como referencia.
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Situacion 8. Numeros racionales en la recta numérica

La siguiente situacién propone dos nimeros ubicados en una recta numérica cuyos
valores no se conocen. La tarea consiste en ubicar en la recta numérica distintos
ndmeros que estdn relacionados como partes, multiplos, opuestos y el resultado
de operar con ellos. El problema permite evaluar si el estudiante es capaz de ubicar
estos nimeros a partir de las relaciones, sin apoyarse en valores concretos.

En la siguiente recta numérica se ubicaron el 0 y los ndmeros p y 4.

1 1

T T
0 V4 q
Ubic4 en la recta los nimeros %, g, ?’1, 2p,-q, % +4, ?q — p. Explicd, en cada
caso, cémo definiste cada ubicacién.

A
\

Se puede observar si el estudiante:

» Asigna valores convenientes a p y a ¢, halla cada uno de los niimeros a repre-
sentar y los ubica correctamente. En este caso, la explicacidn serd el resultado
de cada uno de los célculos. Esta estrategia puede complicarse si los valores
elegidos para p y para ¢ no dan resultados que puedan representarse ficilmente
en la recta.

» Logra representar aquellos que involucran a uno solo de los ndmeros, pero no
los dos tltimos que implican operar con ellos. Se espera que el alumno pueda
explicar que dividié la distancia de 0 a p en 4 partes o en 2, segtin el ndmero,
y que representd a —g como simétrico de g con respecto a 0.

» Representa correctamente todos los ndimeros y brinda explicaciones correctas.
Para los dos ultimos cdlculos, es posible que afirme que sumar un niimero
positivo implica correrse hacia la derecha en la recta, mientras que restar un
ndmero positivo requiere correrse hacia la izquierda.
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En el Diseno Curricular de la Ciudad de Auténoma Buenos Aires se proponen diversas
entradas al dlgebra. Por ejemplo, en el eje Niimeros y dlgebra la mirada se centra en el
manejo de expresiones algebraicas para conjeturar y validar propiedades de los nimeros
y sobre la produccién de férmulas en el conjunto de los Numeros Naturales. En el eje
Funciones y dlgebra se plantea, en cambio, el trabajo con expresiones algebraicas a partir
del estudio de las funciones. Una de las tareas sugeridas consiste en analizar globalmente
grificos de funciones y la relacién con su férmula. El dlgebra se presenta asi de manera
transversal a ambos ejes, cuestién que estas progresiones intentan reflejar.

Para estas progresiones se han considerado tres subejes:
* Aproximacién a las funciones a través de gréficos cartesianos

* Funcién lineal y ecuacién de la recta
e Ecuaciones e inecuaciones
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Aproximacion a las funciones a través de
graficos cartesianos

La entrada a las funciones que se plantea en el Disefio Curricular se basa en el andlisis y
en la produccién de graficos cartesianos, y no en una perspectiva conjuntista. En un co-
mienzo, el foco estd puesto en comprender que se trata de una relacién entre variables, de
modo que un cambio en una de ellas produce un cambio en la otra. El propésito es que los
estudiantes desarrollen una mirada tanto de lo puntual (una interpretacién punto a punto
del grafico) como de lo global (caracteristicas generales relacionadas con la curvatura o no,
el crecimiento, etc.), segln resulte conveniente.
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Aproximacion a las funciones
a través de graficos cartesianos

primaria y secundaria

Transicion entre

Resuelve problemas de proporcionalidad direc- Lee informacion que se encuentra explicita en
ta cuyos datos se presentan a través de un grifi- un grafico en problemas situados en contextos
co en un sistema de coordenadas.® extramatematicos.

Resuelve problemas de variacién uniforme cu-
yos datos se presentan a través de un grifico en Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-

un sistema de coordenadas. blema:

Un tanque que estd lleno comienza a
vaciarse. El siguiente gréﬁco representa
la cantidad de agua que le queda al tan-
que en funcién del tiempo que transcu-
rre desde que comienza a vaciarse.

A
« 800
5 2
< =
S5 600
-
| g
Z g
g 400]
o Z

L

2001
0 10 20 30 40

Tiempo (minutos)

;Cudl es la capacidad mdxima que po-
see el tanque?

;Cudnto tarda en vaciarse el tanque?

El alumno lee datos que corresponden a
puntos que aparecen explicitamente en el
gréfico, lo que implica interpretar el signi-
ficado de las coordenadas de los puntos en
funcién de la situacién planteada.

8 Sibien estos problemas estdn en el Diseno Curricular para 6° y 7°, no siempre llegan a trabajarse en la escuela primaria.
A pesar de eso, constituyen una base importante sobre la cual apoyarse para iniciar el trabajo con funciones.
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= Lectura de informacion que se encuentra en graficos = Relacion entre una tabla de valores, el grafico cartesia-

. L ) L no y una situacion
= Analisis de la variacion de una variable en funcion de y

otra variable

Ciclo Basico

Estima valores no explicitos de las variables cu- Calcula valores exactos de las variables que no
ya relacion estd representada a través de un gré- se encuentran de manera explicita en un grd-
fico en problemas situados en contextos extra- fico a partir de informacién que si se encuen-
matemdticos. tra explicita en problemas situados en contex-

tos extramatematicos.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Por ejemplo, para resolver el problema:

El siguiente grafico representa la can-
El siguiente grafico representa la can-
tidad de agua que hay en una pileta
de natacién en funcién del tiempo
que transcurre desde que comienza a
vaciarse.

tidad de litros de agua que posee un
tanque en funcién del tiempo, en mi-
nutos, que transcurre desde que co-
mienza a vaciarse.

A
800/
8400

Cantidad de agua
en el tanque (litros)
Cantidad de agua

en la pileta (litros)

»
Y >

24
Tiempo (horas)

40
Tiempo (minutos)

¢Qué cantidad de agua posee el tan-
que a los 10 minutos de haber co-
menzado a vaciarse?

:Qué cantidad de agua hay en la pile-
ta a las 8 horas de haber comenzado a
vaciarse?

;Cudnto tiempo pasé hasta que al
tanque le quedaron 200 litros?

;Cudnto tiempo pasé hasta que a la
pileta le quedaron 2800 litros?

El estudiante, mirando el gréfico, identi-
fica puntos que pertenecen a este, estable-
ciendo una escala en cada eje y estima los
valores de las variables.

El estudiante responde las preguntas de
manera exacta a partir de determinar que
el tanque se vacia a razén de 350 litros por
hora y luego de realizar cdlculos:

8400 — 8-350 =5600
8400 — 16-350=2800
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primaria y secundaria

Transicion enre

Analiza la variacién de una variable en funcién
de otra en términos de si es creciente, decre-
ciente o constante en problemas situados en
contextos extramatematicos.

Por ejemplo, a partir del siguiente grafico
puede establecer en qué momentos la tem-
peratura aumenta, disminuye o se mantie-
ne constante, sobre la base de identificar
si la curva “sube”, “baja” o “queda igual” a
medida que transcurre el tiempo.

—_
N

Temperatura (°C)

10 12 14 16 18 20 22 24
Hora del dia

(=}

N+
N4
o+
o0 +
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Ciclo Basico

Compara distintas variaciones de una de las va- Compara distintas variaciones de una de las va-

riables en funcién de otra, en situaciones en las riables en funcién de la otra en problemas si-

que la variacién de una de las variables es cons- tuados en contextos extramatemdaticos.

tante en problemas situados en contextos ex-

tramatemdticos. Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema:

Por ejemplo, al resolver este problema: [T

El siguiente grafico describe la canti-
dad de agua que contiene el tanque de
una casa en los distintos horarios de
un dia.

El siguiente grafico representa la dis-
tancia de Pedro a su casa en funcién
del tiempo transcurrido desde que sa-
li6 para ir a la escuela.

1000

800 \/

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Hora del dia

Distancia
Litros de agua
N
)
S

005 115 225 335 445 555

Tiempo (horas)

a) Identificd en qué momentos se estd
vaciando el tanque. ;Cudndo se va-

cia mds rapido?

;Cudnrto tiempo estuvo en la escuela?

:Es cierto que el camino de regreso a
su casa lo hizo mds répido que el ca-
mino de ida a la escuela?

b) Identificd en qué momentos se estd
llenando el tanque. ;Cudndo se lle-
na mds rapido?

El estudiante establece que Pedro recorrié
mis rdpido el camino de ida porque tardé
menos tiempo y que tanto a la ida como a
la vuelta recorrié la misma distancia (la va-
riacién de la variable “distancia” es la mis-
ma en los dos tramos).

El alumno afirma que el tanque se vacia
mds rdpido entre las 6 y las 8 que entre las
18 y las 22. Justifica teniendo en cuenta
que si bien entre las 6 y las 8 se consume
menor cantidad de agua, si se siguiera con-
sumiendo al mismo ritmo durante cuatro
horas, se consumirfan 800 litros, que son
200 litros mds que los 600 que se consu-
men entre las 18 y las 22.
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primaria y secundaria

Transicion entre

Establece relaciones entre tablas de valores y gri-
ficos cartesianos a partir de la lectura de informa-
ci6én explicita que se encuentra en los graficos.

Por ejemplo, a partir del siguiente grifico
puede completar la tabla.

A

Temperatura (°C)

I I I I 1y
t t t

1'0 12 1'4 1'6 1'8 2'0 22 2'4'
Hora del dfa

(=]
o4+
NN
o+
[><]

Hora
del dia 0|5 |8 |11 |15]17|22]24

Temperatura
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Ciclo Basico

Establece relaciones entre tablas de valores y gra- Construye un gréfico cartesiano y/o una tabla

ficos cartesianos a partir de la lectura de informa- de valores a partir de la informacién brindada

cién no explicita que se encuentra en los graficos. por una tabla o por la descripcién de una si-
tuacion.

Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema: Por ejemplo, al resolver este problema:

Se sabe que los valores de una variable
y se obtienen sumdndole 5 unidades a
los valores de otra variable x.

Una piedra se deja caer desde la terra-
za de un edificio de 180 metros de alto.
La siguiente tabla muestra distintas al-
turas de la piedra en funcién del tiem-

po, en su recorrido hasta llegar al piso. a) Completd la tabla que representa

algunos valores de la relacién en-

Tiempo 0 1 2131401516 tre x e y.

(segundos)

Altura

(metros) 180 (175|160 135[100| 55 | 0O X -2 0 4 15
;Cudl o cudles de estos graficos pue- J § =

den representar la situacion?
b) En un sistema de ejes cartesianos,

g 180 realizd un gréfico que represente la

g relacién entre ambas variables.

5 & B
El alumno completa la tabla a partir de la
. = situacién descrita y luego realiza el grifico
: 0 : o ! sobre la base de los valores completados en
: Tiempo (s) ! . .,

; A ; la tabla y los de la situacion.

: ~ 1807 :

: £ :

! = !

i 3 i

f = f

| 0 o |

| Tiempo (s) |

, A ,

- ~ 1801 -

: E :

: - :

| g |

5 = 5

f 0 o f

! Tiempo (s) !

El estudiante decide qué grifico puede
corresponder con la situacién a partir de
comparar los valores de la tabla con esti-
maciones realizadas sobre el grafico.
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Funcion lineal y ecuacion de la recta

Los estudiantes tienen un largo recorrido de trabajo con relaciones de proporcionalidad
directa en la escuela primaria, a partir tanto de tablas como de gréficos. En la escuela se-
cundaria se trata de recuperar ese trabajo y tomarlo como un conocimiento de base para
ampliar la mirada hacia procesos de variacién uniforme. Con ese propdsito se sugiere
trabajar con problemas que lleven a diferenciar las funciones lineales de las de proporcio-
nalidad directa, en los distintos registros de representacion.
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Funcion lineal y ecuacion de la recta

Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Resuelve problemas de varios pasos, con las Halla imdgenes mediante el empleo de cilcu-
cuatro operaciones y diferentes modos de pre- los en problemas que describen procesos de va-
sentar la informacidn: tablas, enunciados, cua- riacién uniforme situados en contextos extra-
dros de doble entrada, facturas, etcétera. matematicos.

Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema:

Al inicio de un experimento, una sus-
tancia tenfa una temperatura de 15 °C.
Durante el transcurso del experimen-
to se hizo descender su temperatura de
manera constante a razén de 3 °C por
minuto. Si el experimento duré 7 mi-
nutos, jcudl fue la temperatura final
que alcanzd la sustancia?

El alumno calcula primero cudnto des-
ciende la temperatura haciendo 3-7=21.

Luego le resta ese resultado a la temperatu-
ra inicial: 15 -21 = -6.
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= Formulas para describir procesos de variacion uniforme

Gréficos de funciones lineales

= Coordinacion entre una formula, una tabla y su grafico

= Ecuacion de la recta

Ciclo Basico

Halla preimdgenes mediante el planteo y la re-
solucién de ecuaciones en problemas que des-
criben procesos de variacién uniforme situados
en contextos intra- y extramatematicos.

Halla preimdgenes mediante el empleo de
cdlculos en problemas que describen procesos
de variacién uniforme situados en contextos
extramatematicos.

Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema:

Al inicio de un experimento, una sus-
tancia tenfa una temperatura de 15 °C.
Durante el transcurso del experimen-
to se hizo descender su temperatura de
manera constante a razén de 3 °C por
minuto, para alcanzar, finalmente, una
temperatura de -6 °C. ;Cudnto tiempo
duré el experimento?

El estudiante calcula primero cudn-
to descendié la temperatura haciendo
15+6=21. Luego realiza una divisién
para calcular cudnto tiempo transcurrid:

21:3=7.

Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema:

Al inicio de un experimento, una sus-
tancia tenfa una temperatura de 15 °C.
Durante el transcurso del experimen-
to se hizo descender su temperatura
de manera constante a razén de 3 °C
por minuto, para alcanzar, finalmente,
una temperatura de -6 °C. ;Cudnto
tiempo duré el experimento?

El alumno plantea 15-3-M=-6. Luego
resuelve la ecuacién, ya sea probando y es-
timando valores de M o con algin méto-

do de despeje.

O bien, para resolver la siguiente situacién:
S(x) =2x+1 es la férmula de una fun-
cién lineal. Completd la tabla de valo-
res relacionados de las variables.

El estudiante completa la segunda colum-
na de la tabla planteando y resolviendo la
ecuacién 4 =2x + 1.
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Resuelve problemas de proporcionalidad di- Utiliza férmulas dadas para hallar imdgenes, en
recta y explicita las propiedades de la propor- problemas que describen procesos de variacion
cionalidad que se ponen en juego en su reso- uniforme situados en contextos intra- y extra-
lucién. matemdticos.

Resuelve problemas de escalas y porcentaje. Por ejemplo, al resolver este problema:

Un tanque comienza a llenarse por
medio de una bomba. La siguiente
férmula permite calcular la cantidad
de agua (medida en litros) que posee
el tanque en funcién del tiempo (me-
dido en minutos) de funcionamiento

de la bomba:
A=200+20-¢

¢Qué cantidad de agua habrd dentro
del tanque 10 minutos después de ha-
berse encendido la bomba?

f(x) =2x+ 1 es la férmula de una fun-
cién lineal. Completd la tabla con los
valores relacionados de las variables.

El estudiante reemplaza la variable in-
dependiente por los valores y realiza los
célculos para hallar las imdgenes.

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Identifica qué férmula permite modelizar un
proceso de variacién uniforme en situaciones
extramatematicas.

Produce férmulas que permiten modelizar pro-
cesos de variacién uniforme en situaciones ex-
tramatemdticas en las cuales es necesario hallar
la constante de proporcionalidad de la varia-

Por ejemplo, en el siguiente problema: cién y/o el valor inicial.

Al inicio de un experimento, una sus-
tancia tenfa una temperatura de 21°C.
Durante el transcurso se hizo descen-
der su temperatura de manera constan-
te a razén de 3°C por minuto. ;Cudl o
cudles de estas férmulas permite/n calcu-

cién del tdempo transcurrido desde que
comenzé el experimento? T representa
la temperatura de la sustancia medida en
°C, y M, el tiempo medido en minutos.

Por ejemplo, a partir del siguiente pro-
blema, el estudiante produce la férmula
P=20+80-z

Un automévil se desplaza a veloci-
dad constante por una ruta. Se sabe
que luego de una hora de haber par-
tido se encuentra en el kilémetro 100
de la ruta y luego de tres horas de ha-

tro 260.

T=21-3-M T=3-M+21
T=3-M-21 T=-3-M+21

Escribi una férmula que permita cal-
cular la posicién del automévil en
funcién del tiempo transcurrido des-

de la partida.

. lar la temperatura de la sustancia en fun- |

i ber partido se encuentra en el kiléme-

El estudiante interpreta los datos para de-
terminar que la variacién de temperatura
es de 3 °C por minuto y que, como dismi-
nuye, ese valor debe restarse a la tempera-
tura inicial.

Produce férmulas que permiten modelizar pro-
cesos de variacién uniforme en situaciones ex-
tramatemdticas en las cuales la constante de
proporcionalidad de la variacién y el valor ini-
cial vienen dados.

Por ejemplo, a partir del siguiente proble-
ma el alumno produce la f6rmula

Al inicio de un experimento, una sus-
tancia tenfa una temperatura de 21 °C.
Durante el transcurso se hizo descen-
der su temperatura de manera constan-
te a razon de 3 °C por minuto. Escribi
una férmula que permita calcular la
temperatura de la sustancia en funcién
del tiempo transcurrido desde que co-
menzd el experimento.
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Decide si una situacién en la que se relacionan Reconoce que los procesos de variacién unifor-
dos magnitudes es 0o no de proporcionalidad me no necesariamente representan relaciones
directa y explica por qué, apelando a sus pro- de proporcionalidad, identificando que lo pro-
piedades. porcional es la variacién.

Por ejemplo, al resolver este problema:

Un automovil se desplaza a velocidad
constante por una ruta. A las 12 del !
mediodia se encuentra en el kilémetro
100 de la ruta y a las 13 h en el kil6-
metro 210. ;Es cierto que alas 14 h se
encontrard en el kilémetro 420?

El alumno establece que no es cierto que a
las 14 h el auto se encontrard en el km 420
porque, si bien a esa hora habrd transcurri-
do el doble de tiempo que el transcurrido
entre las 12 y las 13 h, lo que se duplica no
es la posicién, sino el recorrido. Es decir
que en lugar de haber recorrido 110 km, se
habra desplazado el doble de 110, 220 km,
y se encontrard en el km 320.
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Ciclo Basico

Calcula la constante de proporcionalidad de la
variacion y el valor inicial, en situaciones extra-
matemdticas que refieren a procesos de varia-

cién uniforme.

Por ejemplo, al resolver este problema:

Un automdvil se desplaza a velocidad
constante por una ruta. A las 12 del
mediodia se encuentra en el kiléme-
tro 100 de la ruta y a las 14 h en el ki-
l6metro 320. ;A qué velocidad se des-
plaza el auto? Si se sabe que comenzé
su recorrido a las 11:30, ;desde qué
kilémetro de la ruta partié?

El estudiante calcula primero la varia-
ciébn de la posicion (320 - 100 =220)
y del tiempo (2 horas), y luego realiza
una divisién para calcular la velocidad:
220:2=110. Con esta informacién cal-
cula que si en una hora el auto recorre
110 km, en media recorre 55 km. Como
11:30 es media hora menos que las 12, en-
tonces el auto estard 55 km antes del km
100 de la ruta: en el km 45. Es decir que
parti6 del km 45 de la ruta.

Por ejemplo, en el siguiente problema:

Un tanque comenzé a llenarse por
medio de una bomba. La siguiente
férmula permite calcular la cantidad
de agua A (medida en litros) vertida
en el tanque en funcién del tiempo
¢t (medido en minutos) de funciona-
miento de la bomba: A=200+20-¢#

;Qué cantidad de agua habia den-
tro del tanque cuando se encendié la
bomba? ;Cudntos litros de agua por
minuto entraban al tanque mientras
estuvo encendida la bomba?

El estudiante interpreta a partir de la lec-
tura de la férmula que 200 es la cantidad
de litros de agua que posee el tanque cuan-
do se prende la bomba porque es el resul-
tado cuando #=0. También que 20 son los
litros por minuto que entran porque a me-
dida que se le suma una unidad a ¢ el re-
sultado va aumentando de a 20 litros.

Funciones y algebra

Reconoce e interpreta el significado de los va-
lores de los pardmetros de una férmula de va-
riacién uniforme en términos de un problema
extramatematico.



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Produce graficos de funciones lineales ubican-
do puntos en el plano cartesiano a partir de va-
lores relacionados de las variables.

Por ejemplo, para resolver este problema:

. f(x)=2x+1 es la férmu-

, x | flx)]
+ la de una funcién lineal. [
Completd la tabla con los 5
. valores relacionados de

las variables y realizd un | >’
. grifico que represente a |
la funcién. 10

A

SN e e e e e - =

Y R

\

253 4

Identifica si un punto dado como par ordenado
pertenece al grafico de una funcién lineal dada.

Por ejemplo, para resolver este problema:
IndicdsilospuntosA=(0;1),B=(3;10),
C=(-2;-7) y D=(-2;-5) pertenecen
al grafico de la funcién f(x) =3x+ 1.

El alumno reemplaza los valores de las varia-
bles y corrobora o no que la igualdad sea ver-
dadera. O bien reemplaza el valor de la prime-
ra coordenada para ver si su imagen coincide
con la segunda coordenada. También puede
graficar la funcién y analizar si los puntos da-
dos pertenecen o no a su grifico.
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Ciclo Basico

Produce gréficos de funciones lineales a partir de Produce grificos de funciones lineales ubican-
su férmula: halla valores relacionados de las varia- do la ordenada al origen y otros puntos sobre
bles, ubica esos valores como puntos en el plano y la base de la variaciéon que indica la pendiente.

traza la recta que es el grafico de la funcién.
Por ejemplo, a partir de la férmula

Por ejemplo, ante la siguiente situacién: Sf(x)=2x+1 ubica en un sistema de ejes
cartesianos, los puntos (0;1), (153) y (2;5),
analizando que la constante de proporcio-
nalidad de la variacién indica que la varia-

Realizd el grifico de la funcién li-
! neal representada por la férmula

flo) =2x+ 1. ble dependiente aumenta 2 unidades por
"""""""""""""""""""""""""" cada una unidad que varfa la variable inde-
El alumno confecciona una tabla de valo- pendiente.
res con dos 0 mds puntos, luego los repre-
senta en un sistema de ejes cartesianos y of

por ultimo traza la recta.

Y

w4+

Reconoce e interpreta la relacién entre los va-
lores de los pardmetros de la férmula de una
funcién lineal y su grifico.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:

Indicd cudl puede ser el grifico de la
funcién determinada por la férmula
Sf(x) = ax + b sabiendo que 2= 3. Y que
en todos los graficos la cuadricula tie-

' ne una escala de una unidad por una !
' unidad. E

Funciones y algebra E



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Identifica la correspondencia entre la ecuacion
de la recta y su gréfico a partir del andlisis de las
relaciones entre la ordenada al origen y la inter-
seccion con el eje de ordenadas, y la pendiente
con su inclinacién.

Por ejemplo, al resolver este problema:

Indic4 cudl es la ecuacién de cada una
de las rectas.

Ecuacién 1: Ecuacién 3:
y=2x+3 y=2x-3
Ecuacidn 2: Ecuacién 4:
y=-2x+3 y=-2x-3
Grdfico 1 Grdfico 2
3 3
2 2

203 o 1\2 3
-2
-3
-4
Grifico 3 Grdfico 4
A A
3 3
2 2

El estudiante identifica que las primeras
dos ecuaciones corresponden a los grafi-
cos 2 y 3, pues su ordenada al origen es 3,
al igual que el valor del ¢je de ordenadas
en el cual la recta lo interseca. Luego reco-
noce que la primera ecuacién debe corres-
ponder al segundo grifico, pues su pen-
diente es positiva y la recta corresponde a
una funcién creciente.
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Ciclo Basico

Halla ecuaciones de rectas a partir de tener co-
mo datos la pendiente y un punto que pertene-

ce a ellas.

Por ejemplo, en el siguiente problema:

Halld la ecuacién de la recta cuya
pendiente es -2 y contiene al punto
(-2;-1).

El alumno construye la ecuacién
y=-2x+b
y plantea y resuelve la ecuaciéon
-1=-2-(-2)+6b

para hallar el valor de la ordenada al origen.

Halla ecuaciones de rectas dadas por un grafico
que muestra su interseccién con el eje de orde-

nadas y otro punto que pertenece a ella.

Por ejemplo, en el siguiente problema:
Hall4 la ecuacién de A
la siguiente recta.

El estudiante identifica a -1 como la orde-
nada al origen porque es el valor de la se-
gunda coordenada del punto de intersec-
cién entre la recta y el eje de ordenadas.

Luego calcula que la pendiente es 2 anali-
zando las variaciones de ambas variables: la
variable y varia 4 unidades cada 2 unidades
que varia la variable x, por lo tanto la va-
riable y varfa 2 unidades por cada una uni-
dad que varia la variable x. Finalmente es-
cribe la férmula y = 2x - 1. También podria
plantear y resolver la ecuacién 3 = m -2 - 1
para hallar el valor de la pendiente.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Hall4 la ecuacién de la recta que con-
tiene a los puntos

A

El estudiante obtiene el valor de la pen-
diente como el cociente de las variaciones
de las variables:

Luego, plantea y resuelve la ecuacién

3:3—70-%+[7

para hallar el valor de la ordenada al origen.

Halla ecuaciones de rectas a partir de tener como
datos dos puntos que pertenecen a ellas.

Funciones y algebra






Ecuaciones e inecuaciones

El trabajo sobre ecuaciones se desarrolla en dos sentidos, de manera simultdnea y dialécti-
ca. Por un lado, con relacién a una entrada conceptual del objeto y, por otro, con respecto
al dominio creciente de diversas técnicas. En un primer momento se espera que los alum-
nos comiencen a entender a la ecuacién como una funcién proposicional. Trabajar a partir
de la idea de conjunto solucién como el conjunto de valores que hacen verdadera la
igualdad permite desde un inicio abordar ecuaciones que poseen solucién unica, varias
soluciones, infinitas soluciones o que no poseen solucién. Para estos casos, el dlgebra es
un apoyo central, y se utiliza para transformar una ecuacién en otra equivalente de donde
puedan leerse las soluciones.

Las funciones constituyen otro marco fértil para el trabajo con ecuaciones e inecuaciones.
La interpretacion grafica de ecuaciones e inecuaciones abona a la construccién de sentido
de estos objetos matemadticos, y los conforma como una herramienta de modelizacién.
Por un lado, a través de un anilisis en un registro grafico ligado al marco funcional se
puede establecer, por ejemplo, la cantidad de soluciones de una ecuacién. Por el otro, las
ecuaciones y su resolucién algebraica permiten modelizar y resolver problemas relaciona-
dos a funciones. Por ejemplo, problemas relacionados con la interseccién de gréficos de
funciones.

Resulta importante sefalar que hay varios contenidos y tareas referidos a las funciones
lineales y sus grificos que se pueden considerar de manera andloga para las rectas y sus
ecuaciones. A los fines de la progresién, se ha decidido considerar problemas referidos a
situaciones intramatemdticas con funciones lineales y sus graficos.

Funciones y algebra m



Ecuaciones e inecuaciones

primaria y secundaria

Transicion enre

Identifica y usa adecuadamente las propiedades Resuelve ecuaciones del tipo
distributiva y asociativa para la resolucién de raeb
cdlculos de multiplicacién.

x-a=b

Realiza cdlculos mentales de divisién o recono-
ce la equivalencia entre cdlculos y explicita las a-x=b (con az0)

propiedades de la divisién puestas en juego. x:a=b (con a#0)
Resuelve cdlculos combinados teniendo en cuen- dixeb
ta la jerarquia entre las operaciones implicadas.

apelando a operaciones inversas.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién
3.x=252, el alumno utiliza las operaciones
aritméticas inversas, lo que supone una in-
terpretacion de la letra como incégnita y del
signo igual como indicador de un resultado.
En este caso concluye que la solucién es 84
porque, como el resultado de multiplicar a
3 por un niimero da 252, ese niimero tiene
que ser 252:3 = 84.
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= Resolucion algebraica de ecuaciones

= Relacion entre la solucion algebraica y la gréfica de una ecuacion o inecuacion

= Problemas que se modelizan con ecuaciones 0 inecuaciones lineales con una variable

Ciclo Basico

Resuelve ecuaciones del tipo 2-x+b=c¢ (con
a=0) a través de ensayos y ajustes.

Resuelve ecuaciones con soluciédn tnica del ti-
po @a-x+b=c-x+d (con a 'y ¢ no simultinea-
mente nulos) a través de transformaciones al-

Por ejemplo, para la ecuacién 3x+1=-5, gebraicas.

el estudiante obtiene la solucién a través

de ensayos y reajustes en funcién de los re-
sultados. Prueba primero con x = -1 y no
obtiene -5:

3.-)+1=-3+1=-2

Como el resultado obtenido (-2) es mayor

Por ejemplo, para resolver la ecuacién
3x+1=2x+4, el estudiante utiliza transfor-
maciones algebraicas, interpretando el signo
igual como una equivalencia, lo que le per-
mite verificar la solucién. En este caso, ob-
tiene la solucién 3 y verifica que sea correcta:

que el buscado, prueba con un valor de x
menor: -2.

3.(-2)+1=-6+1=-5

3.3+1=9+1=10
2:3+4=6+4=10
Este tipo de resolucién supone una interpre-

tacion de la letra como incdgnita y del signo
igual como indicador de un resultado.

Funciones y algebra



primaria y secundaria

Transicion enre
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Ciclo Basico

Resuelve ecuaciones sin solucién o con infini-
tas soluciones.

Resuelve ecuaciones del tipo @-x+b=c (con
a=0) a partir de analizar la estructura del cdlculo.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién
3x+1=7, el alumno analiza la estructura
de la expresién @ x+ by deduce cudl debe
ser el valor de x para que el resultado sea c.
En este caso, concluye que 3-x debe ser
igual a 6, porque al resultado de 3x se le
suma 1y da 7. Luego, como 3 - x tiene que
dar 6, x es igual a 2.

Este tipo de estrategia supone una interpre-
tacién de la letra como incégnita y del sig-
no igual como indicador de un resultado.

Por ejemplo, resuelve la ecuacién
3x+ 1 =3x+2 deduciendo que el conjunto
solucién es vacio a partir de analizar que
en las expresiones de ambos miembros el
resultado de 3x es el mismo para cualquier
valor de x, pero que como en la expresién
del miembro izquierdo se le suma 1y en la
del derecho se le suma 2, ambos resultados
nunca serdn el mismo.

Para resolver la ecuacién
- _1
2x—1=2 ( >t x)

el estudiante realiza transformaciones al-
gebraicas y obtiene la ecuacién 0-x=0,
equivalente a la original. Luego deduce
que cualquier valor de x satisface la igual-
dad dado que al multiplicar 0 por cual-
quier nimero el resultado serd 0.

En ambos casos, el estudiante deduce el
conjunto solucién haciendo transforma-
ciones y/o un andlisis de las expresiones
que se encuentran en ambos miembros.
Este tipo de estrategia supone una inter-
pretacién de la letra como variable.

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Transicion entre | cesasto

primaria y secundaria

Resuelve ecuaciones del tipo 2-x+b=c (con
a=0) a partir del andlisis del gréfico de la fun-
cién f(x)=a-x+b.

Por ejemplo, al resolver este problema:

En este sistema de coordenadas se han
. representado las graficas de las fun-
. ciones f(x) =-2x+3 y g(x) =9. A par- !
tir del gréfico, halld la solucién de la
© ecuacién -2x+3=9.

A
104

El alumno reconoce que el punto (-3;9)
pertenece a la gréfica de ambas funciones.
Luego afirma que la solucién es -3 por-
que tiene la misma imagen a través de ca-
da una de las funciones.
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Ciclo Basico

Resuelve grificamente ecuaciones o inecua-
ciones del tipo a-x+b=c o a-x+b<c®
(con @ y ¢ no simultdneamente nulos) a par-
tir del andlisis de las graficas de las funciones

) =a-x+by glx)=c

Por ejemplo, ante la situacién:

El estudiante decide qué funciones graficar e
interpreta la solucién como la primera coor-
denada del punto de interseccién entre ellas.

O bien, para resolver el siguiente problema:

En el siguiente sistema de coordenadas
se han representado las grificas de las
funciones flx) =-2x+3 y g(x)=9. A
partir del gréfico, halld la solucién de la
inecuacion -2x+3<9.

A
81 g
6__
24

4 3 2 -1 0| 1 3
Y f

o

El alumno reconoce que el punto (-3;9)
pertenece a la grifica de ambas funciones.
Luego afirma que el conjunto solucién son
todos los nimeros mayores que -3 porque
las imdgenes de esos valores a través de la
funcién fson menores que 9. Esto sucede
porque la funcién fes decreciente, por lo
que ese tramo del grifico estd por debajo
de la recta y=9.

La fila continiia en pdgina 93.

Resuelve graficamente ecuaciones del tipo
a-x+b=c-x+d o
inecuaciones del tipo

a-x+b < c-x+d

(donde f(x)=a-x+by glx) = c-x+d).

Decide qué funciones graficar y analiza los gra-
ficos correspondientes para obtener el conjun-

to solucidn.

Por ejemplo, ante la siguiente situacién:

Resolvé grificamente la inecuacion

3x-2 < 2x+1

El estudiante decide graficar las funciones
f(x) =3x-2 y g(x) =2x+ 1. Reconoce que
el punto de interseccidn, (3;7), pertenece
a ambos gréficos. Luego afirma que el con-
junto solucién son todos los valores de x
menores que 3, ya que, para esos valores
de la variable independiente, el grifico de
f estd “por debajo” del de g. Esto implica
que las imdgenes de esos valores a través de
la funcién f serdn menores que los que se
obtienen a través de la funcién g, en todos
€sos Casos.

? Con el fin de facilitar la lectura y sin pérdida de generalidad, en todos los indicadores de aprendizaje y en los pro-

« _»

blemas que incluyen inecuaciones, se consideran desigualdades con el uso del signo “<”. En todos los casos se podrian

w_ Mo« _»

W »

expresar inecuaciones andlogas utilizando los signos “>”, “<” y “2”.

Funciones y algebra



primaria y secundaria

Transicion enre

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Ciclo Basico

Contintia la fila de pdgina 91.

Resuelve ecuaciones del tipo a-x+b=c-x+d
(donde f(x)=a-x+b y glx)=c-x+d) a partir

del andlisis de los graficos de las funciones.

Por ejemplo, en el siguiente problema:

A continuacién se representan las
i funciones f(x)=3x-2 y glx)=2x+1
. en un sistema de coordenadas. A par-
U tir del grifico, halld la solucién de la
ecuacion 3x-2=2x+ 1.

» |

>
115 2 25 3 35 4 45 5

\—-Nua,l.\vvc\\loo\s"‘
P S S S A S o

D
2

El alumno reconoce que para el punto
de interseccion entre los gréficos se veri-
fica que f(x) = g(x). Es decir que el punto
(357) pertenece al grifico de ambas fun-
ciones. Luego afirma que la solucién es 3
porque si se realiza el cdlculo de ambas
férmulas con ese valor en x, el resultado
serd 7 en ambos casos.

Funciones y algebra



primaria y secundaria

Transicion entre

Resuelve ecuaciones del tipo 2-x+6=c (con
a=0) a partir del andlisis del gréfico de la fun-
cién f(x) =a-x+ b, en problemas en contextos
extramatematicos.

Por ejemplo, a partir del problema:

La férmula f(x) = -2x+27 permite cal-
cular la temperatura de una sustancia en
funcién del tiempo (medido en minu-
tos) que transcurre desde que comenzé
un experimento. A continuacién se pre-
senta el gréfico de la funcién.

Temperatura (°C)
S

Tiempo (minutos)

;En qué momento la temperatura de
¢En q
la sustancia fue de 20 °C?

El estudiante estima que el punto (3,5;20)
pertenece al grifico de la funcién. Luego
afirma que el momento en que la tempera-
tura de la sustancia fue de 20 °C es 3 minu-
tos y medio porque su imagen a través de
la funcién es 20, ya que -2 - 3,5 + 27 = 20.
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Ciclo Basico

Resuelve ecuaciones del tipo 2-x+6=c (con
a=0), en problemas en contextos extramate-
maticos.

Por ejemplo, para resolver el problema:

La férmula f(x) = -2x + 27permite cal-
© cular la temperatura de una sustan- !
. cia en funcién del tiempo (medido
en minutos) que transcurre desde que
© comenzd un experimento. E

;En qué momento la sustancia estuvo
¢Enq
a20°C?

El alumno plantea y resuelve la ecuacién
-2x+27=20.

Funciones y algebra m



Transicion enre

primaria y secundaria
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Ciclo Basico

Resuelve ecuaciones del tipo a-x+b=c-x+d
(donde f(x)=a-x+b y glx)=c-x+d) a partir
del andlisis de los graficos de las funciones, en
problemas en contextos extramatematicos.

Por ejemplo, a partir del problema:

Las férmulas

flx) = -2x+27
y
2(x) = —4x + 34

permiten calcular la temperatura de
dos sustancias en funcién del tiempo
(medido en minutos) que transcurre
desde que comenzé un experimento.
A continuacién se presenta el grifico
de ambas funciones.

of 1 23 45 67 8 9
:En qué momento la temperatura de
ambas sustancias fue la misma?

El alumno estima que el punto (3,5;20)
pertenece al grifico de ambas funciones.
Luego afirma que el momento en que la
temperatura de ambas sustancias fue la
misma es 3 minutos y medio, porque su
imagen a través de ambas funciones es 20:

-2.35+27=20
-4.35+34=20

Plantea y resuelve ecuaciones con solucién tni-
ca del tipo a-x+b=c-x+d (con a y ¢ no si-
multdneamente nulos), en problemas en con-

textos extramatematicos.

Por ejemplo, para resolver el problema:

Las férmulas

flx) = -2x+27
y
2(x) = -4x + 34

permiten calcular la temperatura de
dos sustancias en funcién del tiempo
(medido en minutos) que transcurre
desde que comenzé un experimento.

¢En qué momento la temperatura de
ambas sustancias fue la misma?

El alumno plantea y resuelve la ecuacién
-2x+27 =-4x + 34.

Funciones y algebra



primaria y secundaria

Transicion enre
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Ciclo Basico

Resuelve graficamente inecuaciones del tipo
a-x+b<c (con a=0) a partir del andlisis del
gréfico de la funcién f(x) =a-x+ b, en proble-
mas en contextos extramatematicos.

Por ejemplo, a partir del problema:

La férmula f(x)=-2x+27 permi-
te calcular la temperatura de una sus-
tancia en funcién del tiempo (medi-
do en minutos) que transcurre desde
que comenzd un experimento. A con-
tinuacién se presenta el grifico de la
funcién.

Temperatura (°C)

>
>

of 12 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo (minutos)

:En qué intervalo la temperatura de la
sustancia fue mayor a 20 °C?

El alumno estima que el punto (3,5;20)
pertenece al gréfico de la funcién y lo veri-
fica realizando la cuenta -2-3,5 + 27 = 20.
Luego afirma que el intervalo en el que la
temperatura de la sustancia fue mayor a
20°C es desde 0 hasta 3 minutos y medio,
porque las imdgenes de esos valores a tra-
vés de la funcién f son mayores que 20.
Esto sucede porque la funcién f es decre-
ciente, por lo que ese tramo del gréfico es-
t4 por encima de la recta y = 20.

Por ejemplo, a partir del problema:
Las férmulas  f(x)=-2x+27 'y
g(x) =-4x+ 34 permiten calcular la
temperatura de dos sustancias, A y
B (respectivamente), en funcién del
tiempo (medido en minutos) que
transcurre desde que comenzd un ex-
perimento. A continuacién se presen-
ta el grifico de ambas funciones.

g

:En qué intervalo la temperatura de la
sustancia B fue mayor que la tempera-
tura de la sustancia A?

El alumno estima que el punto (3,5 ; 20)
pertenece al grafico de ambas funciones y
lo verifica realizando las cuentas:

-2.35+27=20
-4-35+34=20

Luego afirma que el intervalo en el que la
temperatura de la sustancia B fue mayor
que la de la sustancia A es desde 0 hasta
3 minutos y medio, porque las imdgenes
de esos valores a través de la funcién g son
mayores que las imdgenes de esos valores a
través de la funcién f. Esto sucede porque
en ese tramo el grafico de la funcién g es-
t4 por encima del grifico de la funcién f.

Resuelve grificamente inecuaciones del ti-
po a-x+b < c-x+d (donde f(x)=a-x+by
g(x)=c-x+d), en problemas en contextos ex-
tramatemadticos.
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Actividades para relevar los aprendizajes

Como se senalé en la introduccién de este documento, se incluyen aqui algunos ejemplos
de problemas que podrian ser ttiles a la hora de recabar informacién sobre el estado de
conocimientos de los estudiantes en relacién con el eje Funciones y dlgebra.

Aproximacion a las funciones a través de graficos cartesianos

Situacion 1. Lectura de informacion que se encuentra en graficos

A partir de esta situacién se intenta evaluar si el estudiante puede interpretar la in-
formacién que brinda un grifico y traducirla en términos del contexto planteado.

Lautaro hace el reparto para una mueblerfa. El siguiente grafico muestra a qué
distancia se encontraba de la muebleria durante el tiempo que duré el reparto.

A
301

25t

Distancia (km)

20

151

101

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (horas)

a) ;A qué distancia de la muebleria se encontraba Lautaro a la hora de haber
salido?

b) ;Cudntas veces estuvo parado? ;Durante cudnto tiempo?
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¢) ;Cudndo se movi6 a mayor velocidad?
d) ;Qué distancia recorrié en total?

e) Explicd cémo pensaste la respuesta a cada una de las preguntas.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Identifica al punto (1;15) marcdndolo en el grifico o escribiendo sus coorde-
nadas, pero sin dar la respuesta al problema.

» Identifica al punto (1;15) y reconoce que su segunda coordenada representa

la distancia a la muebleria. En este caso, el alumno puede interpretar ambas
coordenadas en funcién del contexto del problema.

Para el item b) se puede observar si:

» Considera que estuvo parado al iniciar y terminar el recorrido. Esta respuesta
supone una interpretacién del contexto, pero no se basa en la informacién

dada por el gréfico.

» Afirma que estuvo parado 3 veces, aunque no indica durante cudnto tiempo. El
alumno, en este caso, logra identificar los tramos horizontales del grifico con
los momentos en los que no varié la distancia a la muebleria.

» Responde que estuvo parado 3 veces, durante 4 horas en total. También puede
indicar cudnto tiempo estuvo detenido en cada tramo, sin sumarlos. Estas res-
puestas incluyen una interpretacién de los valores de la variable independiente
como representantes del tiempo transcurrido. El alumno halla los intervalos de
valores para x correspondientes a cada uno de los segmentos horizontales del
gréfico y determina las duraciones, para luego sumarlas.

Para el item c) se puede observar si:

» Responde que no es posible saber la velocidad porque el grifico representa la
distancia a la muebleria.

» Calcula las velocidades de alguno de los tramos, aunque no las expresa como
tales. Por ejemplo, puede decir que durante la primera hora recorrié 15 km,
que durante la hora 2 y la 3 recorrié 10 km. Es posible que no considere el
tramo entre las horas 7 y 8 por ser decreciente.

» Compara visualmente las pendientes de los segmentos donde la funcién es
creciente y afirma que la mayor velocidad fue durante la primera hora. En este
caso, el alumno reconoce que la velocidad es la pendiente de cada segmento y
no necesita hacer los cdlculos para determinar cudl es mayor. Esto es posible
cuando la diferencia es lo suficientemente grande como para visualizarla. En
cambio, no identifica el segmento decreciente como una posibilidad.
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»

Calcula las velocidades o compara visualmente las pendientes de los 4 seg-
mentos donde la funcién no es constante y afirma que la mayor velocidad fue
durante la hora 7 y la 8. En este caso, el alumno reconoce que la velocidad pue-
de ser positiva o negativa, segtin si el vehiculo se aleja o se acerca a la muebleria.

Para el item d) se puede observar si:

»

Calcula la distancia recorrida en cada tramo, sin considerar el camino de re-
greso. Por ejemplo, calcula 15 + 10 +5=30 y responde que recorrié 30 km.
En este caso, el alumno no reconoce que la suma de las distancias parciales se
corresponde con la distancia mdxima recorrida.

Considera que la distancia recorrida corresponde a la maxima distancia, 30 km.
Si bien se trata de una respuesta incorrecta, el alumno identifica a partir del
gréfico que el vehiculo alcanzé una distancia méxima respecto de la muebleria
de 30 km, aunque no considera la distancia recorrida en el trayecto de vuelta.

Calcula la distancia recorrida en cada tramo, incluido el camino de regreso. Por
ejemplo, calcula 15 + 10 +5 + 30 = 60 y responde que recorrié 60 km.

Considera que la distancia recorrida corresponde al doble de la maxima distan-
cia, 2 - 30 km = 60 km. El alumno identifica a partir del grifico que el vehiculo
alcanzé una distancia méxima, respecto de la muebleria, de 30 km, y que vol-
vié a recorrer esa distancia al volver.

Si bien tanto esta solucién como la anterior son correctas, la Gltima muestra
un dominio del contenido mds sofisticado. Se trata de un estudiante que pue-
de leer directamente la distancia recorrida a la ida y a la vuelta, reconociendo,
ademds, que son iguales.
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Situacion 2. Relacion entre tablas de valores y graficos cartesianos

El siguiente problema requiere poner en relacién el contexto del problema con la
informacion dada a partir de una tabla de valores, y la coordinacién de esas relacio-
nes para elegir el grifico que las representa.

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba. La altura de la pelota (4, en
metros) en funcién del tiempo (#, en segundos) desde que se lanza hasta que

toca el piso responde a la fé6rmula /=107 (5 - 7).

En la siguiente tabla se muestran algunos valores del tiempo y las alturas
correspondientes:

£(s)

0 1

2

h (m)

0 40

60

Determind cudl de los siguientes gréficos puede representar la altura de la
pelota en funcién del tiempo. Explicd cémo lo pensaste.

100
80
60
40
20

Altura (m)

0

Grdfico 1

1

2 3 4 56
Tiempo (s)

Altura (m)

1504
100

501

0

Grdfico 2

1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Altura (m)

Grdfico 3

100
80
60
40
20

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Para el estudiante que selecciona el Gréfico 1 puede observarse si:

» Verifica que el grifico contiene a los dos primeros puntos de la tabla y no
corrobora que contenga al tercer punto. A pesar del error, el alumno puede
interpretar los datos dados como coordenadas de puntos en el grifico. Luego
utiliza el contexto para decidir que la pelota sube hasta alcanzar su altura méxi-
ma y luego desciende de la misma manera. Como el gréfico tiene dos tramos de
variacién uniforme, es posible que el alumno explicite que, mientras la pelota
sube, a mds tiempo, mayor es la altura y, cuando baja, a mds tiempo, menor es
la altura.
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Para el estudiante que selecciona el Gréfico 2 puede observarse si:

» Verifica que el grifico contiene a los dos primeros puntos de la tabla y no

corrobora que contenga al tercer punto. A pesar del error, el alumno puede
interpretar los datos dados como coordenadas de puntos en el grifico. Sin
embargo, es posible que esté considerando el gréfico de la distancia recorrida
y no el de la altura: la distancia siempre crece en este contexto, mientras que
la altura no. También supone que la altura varia de manera proporcional al
tiempo, lo cual no es correcto. Los puntos de la tabla sirven para refutar esa
suposicion: entre £=0y #= 1, la altura aumenta 40 m, mientras que entre 7= 1
y t=2, aumenta 20 m. Como en la misma cantidad de tiempo la altura no
aumenta lo mismo, entonces no se trata de una relacién de proporcionalidad.

Para el estudiante que selecciona el Gréfico 3 puede observarse si:

» Verifica que el grifico contiene a los 3 puntos de la tabla. A partir del andlisis

del contexto, la f6rmula o la variacién de los puntos, concluye que la relacién
entre la altura y el tiempo no es de proporcionalidad, por lo que el gréfico no
puede estar formado por segmentos de recta.
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Funcion lineal y ecuacion de la recta

Situacion 1. Analisis y produccion de graficos de variacion uniforme en situaciones
extramatematicas

El siguiente problema permite evaluar el modo en que el estudiante utiliza la infor-
macién que brinda el gréfico, pudiendo tratarse de estimaciones a partir del andlisis
del dibujo o por medio de la utilizacién de cdlculos y/o fé6rmulas para hallar los
valores exactos.

Ramiro viaja en auto desde Federacion, Entre Rios, hacia la Ciudad de Buenos
Aires. El siguiente grifico muestra la distancia a la que se encuentra Ramiro
de la Ciudad de Buenos Aires desde el momento en que inicié su viaje.

Distancia a CABA (km) A
480 1

»
»

4 Tiempo (horas)

a) Determind a qué distancia de la Ciudad de Buenos Aires estaba Ramiro a
las 3 horas de haber salido de Federacién.

b) Facundo sale en auto desde Federacién hacia a Buenos Aires en el mismo
momento que Ramiro, pero viaja a menor velocidad. Hacé un grafico
posible que represente la distancia a la que se encuentra Facundo de la
Ciudad de Buenos Aires desde el momento en que inicié su viaje.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Responde de manera aproximada a partir de construir una escala en cada uno
de los ejes.

» Halla la pendiente de la recta o su valor absoluto, ya sea a través del cociente
480-120 o —#89 = 120 para luego determinar la distancia como el resultado
de 480 —3-120 =120 km. También es posible que, a partir del valor de la ve-
locidad hallado, escriba la férmula de la funcién, f(x) = 480 — 120x para luego
calcular la imagen de 3. En este caso, el alumno pone en juego sus conocimien-
tos sobre funcién lineal y su pendiente.

Funciones y 4lgebra 106



Para el item b) se puede observar si el estudiante:

» Le asigna a la velocidad un valor menor que 120 y grafica la funcién lineal co-
rrespondiente, sin tener en cuenta que la ordenada al origen tiene que ser 480.

» Le asigna a la velocidad un valor menor que 120, construye la férmula de la funcién
teniendo en cuenta que la ordenada al origen tiene que ser 480 y realiza la gréfica.

» Tiene en cuenta que la ordenada al origen tiene que ser 480 y que la intersec-
cién del gréfico con el eje x debe ser un valor cualquiera mayor que 4. Se basa
en el hecho de que si la velocidad es menor, entonces tardard mds tiempo en
recorrer la misma distancia. Esta resolucién muestra que el estudiante interpre-
ta que no es necesario asignar un valor a la velocidad y que no hay una dnica
respuesta posible.
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Situacion 2. Interpretacion del significado de los valores de los parametros de la
formula de una funcion lineal

El problema que se propone a continuacién tiene por objetivo que se ponga en
juego la nocién de pendiente como la variacién de los valores de la variable depen-
diente por cada unidad que aumenta la variable independiente.

Los dos puntos que se muestran en el gréfico siguiente pertenecen a una recta
de pendiente 2.

* B-(6:p)

® A=(355)

\

Halld el valor de p, mostrando cémo pensaste.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Intenta establecer una escala en el eje y a partir de la ubicacién del 5 y dividien-
do el intervalo entre 0 y 5 en cinco partes iguales. De esa manera, podrd hallar
aproximadamente el valor de p. Esta resolucién no pone en juego el concepto
de funcién lineal ni el de pendiente.

» Graficala recta y determina un tridngulo rectingulo usando los dos puntos dados:

A

21

\J
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A partir deallf, escribe la férmula de la pendiente para hallar el valor de p: 23> =2.
Resolviendo la ecuacién, obtiene que p=11.

Esta resolucién marca un avance respecto de la anterior, debido a que utiliza
la ecuacién de la recta y su pendiente, ademds de tratarse de una estrategia
que permite obtener el valor exacto de p. Se basa en una férmula para calcular
la pendiente aunque no en su sentido de variacién de y por cada unidad que
aumenta x.

» Reconoce que si la pendiente de la recta es 2, entonces el valor de y aumenta 2
unidades por cada unidad que aumenta x. El valor de la abscisa del punto B es
3 unidades mds que la del punto A, por lo tanto, para pasar de 5 al valor de p
es necesario aumentar 3 veces 2 unidades. Es decir que p=5+3-2=11.
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Ecuaciones e inecuaciones

Situacion 1. Determinar si un valor es 0 no solucion de una ecuacion

El siguiente problema tiene el propdsito de poner en juego que un valor de la
variable es solucién de una ecuacién si, al reemplazarlo, se obtiene una igualdad
verdadera. Si la igualdad es falsa, entonces no es solucién de la ecuacién.

Indicd cudl o cudles de los siguientes valores son solucién a) 1
de la ecuacién b) -1
PER SV 1
2 2 o —
2
Explicd cémo te diste cuenta. d) 0

Se puede observar si el estudiante:

» Intenta resolver la ecuacién algebraicamente para obtener alguna solucidn.
Quienes usan esta estrategia generalmente consideran que solo es posible ob-
tener las soluciones de una ecuacién si se la resuelve a través de despejes o
aplicando la propiedad uniforme.

Como esta ecuacion no resulta simple de resolver, es esperable que cometan
errores algebraicos. Sin embargo pueden llegar a obtener alguna de las solucio-
nes a partir de una resolucién errénea.

» Intenta resolver la ecuacién algebraicamente de manera correcta y, frente a la
imposibilidad de hallar una solucién, no continta. Por ejemplo, algunos alum-
nos pueden hacer:

WBolo_x

2 2
x3—%x—§=0
x3-x=0

Esta resolucién marca un avance respecto de la anterior porque, por un lado,
no hay errores en los pasos desarrollados. Por el otro, la no continuidad de la
resolucién muestra un reconocimiento de aquello que se desconoce.

» Sustituye los valores propuestos, hace los cdlculos —correcta o incorrectamente—
y selecciona como soluciéon aquellos que hacen que la expresion se convierta en
una igualdad verdadera. En este caso, el alumno puede reconocer si un valor es
solucién de una ecuacién sin necesidad de resolverla. Esto implica un conoci-
miento mds avanzado acerca de qué es una solucidn.
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Situacion 2. Problemas que implican la resolucion de inecuaciones lineales

El problema propuesto no admite una dnica respuesta, ya que una u otra empre-
sa resultard mds conveniente segiin los kilémetros que se necesiten recorrer. Su
resolucién requiere de la construccién de dos férmulas, para luego graficarlas y
compararlas.

Una empresa de ventas por internet hace los envios al interior con dos empre-
sas de transportes diferentes. La empresa El Veloz cobra $3,5 por kilémetro
mds un seguro adicional fijo de $250. La empresa De la Cruz, ofrece un ser-
vicio por $4,5 por kilémetro mds un seguro adicional fijo de $120.

:Qué empresa le conviene elegir para hacer un envio? Justificd tu respuesta.

Se puede observar si el estudiante:

» Prueba con distintos valores para la distancia y calcula los precios. Luego da
respuestas puntuales, del estilo: si la distancia es de 100 km, conviene la em-
presa De la Cruz; si la distancia es de 200 km, conviene la empresa El Veloz.

» Realiza ensayos controlados, ajustando los valores de prueba en funcién de los
precios obtenidos. Por ejemplo:

100 600 570

De la Cruz
150 775 795 El Veloz
140 740 750 El Veloz
130 705 705 Es lo mismo
10 285 165 De la Cruz
300 1300 1470 El Veloz

En este ejemplo, el alumno comprueba que cambia la empresa que conviene,
luego halla la cantidad de kilémetros para la que los precios coinciden y prueba
con algunos valores “lejanos” para verificar su hipétesis.

» Produce dos férmulas para representar el precio de cada empresa en funcién de
los kilémetros recorridos, pero no continda por no saber qué hacer con ellas.
Esta resolucidn resulta interesante y muestra la dificultad que plantea el pro-
blema. No implica resolver una ecuacién ni una inecuacién, sino describir en
qué casos los precios coinciden y cudndo uno es menor que otro.
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» Produce dos férmulas correctas para representar el precio de cada empresa en
funcién de los kilémetros recorridos, las grafica pero no logra interpretar la
informacién que brinda el gréfico.

» Produce dos férmulas correctas para representar el precio de cada empresa en
funcién de los kilémetros recorridos, las grafica y logra interpretar la informa-
cién que brinda el grafico para dar la respuesta correcta.
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La tecnologia en la enseianza
y el aprendizaje de las funciones

La introduccién de la tecnologia ha afectado tanto a la matemadtica académica como a la
escolar. Su uso en el dmbito académico cambidé la naturaleza de muchos de los problemas
y de las resoluciones posibles que ya eran parte de la disciplina, asi como introdujo nuevos
problemas y resolvié otros. El conjunto de problemas escolares y las estrategias didécticas
también se han modificado.

En la actualidad se dispone de una amplia variedad de programas graficadores y de otros
que realizan manipulaciones algebraicas. Algunos, ademds de realizarlas, muestran cada
paso de la resolucién, explicitando las propiedades puestas en juego. Muchos de estos pro-
gramas estdn disponibles para teléfonos celulares, lo que hace que su uso resulte accesible.
El desafio para la ensefianza es decidir como utilizar estas herramientas para potenciar los
aprendizajes de los alumnos.

Aunque no se desarrollard una progresién para el uso de tecnologfa, se mostrard, a conti-
nuacién, un ejemplo del uso que se le podria dar en la escuela.

La fé6rmula de la funcién f es f(x) =%x + 1. La gréfica de la funcién g es una recta

que pasa por los puntos A = (% ;0)y B=(-1 ,%) Hall4 todos los valores de x para
los que se cumple que f(x) > g(x).

Este problema, que implica la resolucién de una inecuacién, estd planteado en un marco
funcional. A pesar de eso, es posible elaborar estrategias de resolucién en otros marcos.

Ingresando la férmula de la funcién f en la barra de entrada de GeoGebra se obtiene su

representacion grafica. A su vez, luego de ingresar los puntos A y B, el programa permite
graficar la funcién g.
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Grdfico 1 Grdfico 2

Con el mismo programa se puede hallar el punto de interseccién entre las graficas, que es
donde cambia la posicién relativa entre las rectas:

Grdfico 3

. —:f?'a AEd%

En este caso, la primera coordenada del punto de interseccién es un niimero decimal fini-
to y de pocas cifras, lo que hace que pueda leerse su valor exacto. Para hallar la solucién,
los estudiantes deben poner en juego que cuando f(x) > g(x), la grifica de f estd por en-
cima de la gréfica de g. De esa manera, pueden determinar que la solucién es el intervalo
(0,75 ; +00). Resulta interesante notar que esta resolucion no requiere hallar la férmula
de la funcién g.

Pero podria suceder también que la primera coordenada del punto de interseccién no fue-
se un numero que pueda leerse completo de la pantalla. En ese caso podria encontrarse su
valor exacto resolviendo una ecuacién y usando el gréfico para decidir cudl es el conjunto
solucidn, o bien resolviendo una inecuacién. En ambos casos se requiere de la férmula de
la funcién g.
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Por medio de la resolucién de una ecuacion:

Para x= —%, las graficas de f y ¢ coinciden. Como la grafica de f estd por encima de la de

_3 ié _3
g para valores de x mayores que -3, entonces la solucién es x> -2.

Por medio de la resolucién de una inecuacién:

%x+ 1 >—%x+%
_3
x> -

La resoluci6n de la inecuacién permite hallar el conjunto solucién sin apoyarse en el mar-
co funcional utilizando los graficos de las funciones.

La posibilidad de resolver un mismo problema en mds de un registro (gréfico y algebraico)
posibilita el control del sentido de lo que se hace, al mismo tiempo que amplia la mirada
sobre ese objeto matemadtico. Bajo esta consideracién, cabe aclarar que no es por la posibi-
lidad de visualizar que se propone el uso de tecnologia. La tarea que se propone requiere
mucho mds que la percepcién. La interpretacién de las imdgenes se apoya en la utilizacién
de conocimientos matemdticos. Y es tarea de la ensefianza trabajar sobre cémo coordinar
aquello que se ve con aquello que se sabe.
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Geometria
y medida



El eje Geometria y medida es un campo apropiado para que los estudiantes ingresen en
el terreno de las argumentaciones deductivas. Para ello se propone un trabajo en torno a
construcciones, muchas de las cuales se apoyan en el uso de circunferencias entendidas
como el conjunto de puntos que equidistan de otro. Esta definicién da sentido a construc-
ciones que, en ocasiones, se hacen de manera mecénica. Por otra parte, las construcciones
serdn también la base para elaborar criterios de congruencia y de semejanza de tridngulos.
Se busca que las actividades impliquen la puesta en juego de propiedades, tanto para an-
ticipar y establecer la necesidad de ciertos resultados, como también para elaborar nuevas
propiedades, relaciones y conceptos.

Los problemas de estudio y comparacién de dreas de figuras tienen la particularidad de
poder ser considerados desde un marco algebraico, que se ha incluido en las progresiones
para el eje Numeros y dlgebra, y desde el geométrico. En un caso se trata de producir
formulas, transformarlas y leer la informacién que portan, mientras que en el otro se
requiere poner en juego propiedades de las figuras en cuestion. Resulta importante que
los alumnos puedan trabajar desde ambos marcos para enriquecer sus conocimientos. Por
consiguiente, se espera que en el aula el trabajo se presente de manera articulada.

Por dltimo, cabe senalar que el teorema de Pitdgoras es considerado aqui como una he-
rramienta de modelizacién para problemas que involucran hallar medidas de lados en
tridngulos rectdngulos.

Los subejes que se han considerado para estas progresiones son los siguientes:

* Construccidn, congruencia y semejanza de tridngulos
* Construccién y congruencia de cuadrildteros

o Areas de tridngulos y cuadrilteros

e Angulos entre paralelas

Teorema de Pitdgoras
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Construccion, congruencia
y semejanza de triangulos

Las primeras construcciones que se proponen suponen la puesta en juego de la definicién
de circunferencia como conjunto de puntos que equidistan de otro, requisito necesario
para entenderlas y justificarlas.

Es a partir de las construcciones que se sugiere desarrollar criterios de congruencia de
tridngulos. Se trata de relacionar los datos dados con la cantidad de soluciones posibles.
En aquellos casos en que el conjunto de datos solo permitan construir un tridngulo, se
tratard de un criterio. Es decir, si por ejemplo, luego del trabajo con diversos problemas se
concluye que con las medidas de 3 lados es posible construir un tnico tridngulo, enton-
ces dos tridngulos que comparten las medidas de sus lados necesariamente tienen que ser
congruentes. De manera andloga, las construcciones también serdn el medio para elaborar
criterios de semejanza de tridngulos.
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Construccion, congruencia
y semejanza de triangulos

Transicion entre
primaria y secundaria

Usa las nociones de radio, didmetro y centro
de la circunferencia para encontrar puntos que
equidistan de otros.

Encuentra puntos que cumplen dos condicio-
nes: estar a una distancia de un punto y al mis-
mo tiempo a una distancia de otro punto.

Resuelve problemas que implican reconocer
que los lados de un tridngulo son radios de cir-
cunferencias.

Resuelve problemas que implican poner en

juego la desigualdad triangular.

Ciclo Basico

Establece la posibilidad de construccién de un
tridngulo dadas las medidas de dos o tres de sus
elementos, utilizando la nocién de circunferen-
cia como conjunto de puntos que equidistan
de otro y/o la suma de los dngulos interiores de
un tridngulo.

Por ejemplo, a partir del problema:
:Es posible construir un tridngulo con
estos datos? Si creés que si, construilo.
Si creés que no, explicd por qué.

|IABl=7 cm, IBCl=4 cm y|E|=3cm
El alumno determina que la construccién
no es posible porque la interseccién entre
las circunferencias estd sobre el segmento
y, por lo tanto, el punto C estd alineado
con Ay con B.

O bien, a partir de la situacién:

:Es posible construir un tridngulo con

estos datos? Si creés que si, construilo.

Si creés que no, explicd por qué.
IPl=50° 1QlI=30° y IRI=80°

El alumno determina que no es posible la

construccion porque la suma de la medida

de los tres dngulos no es 180°.
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= Andlisis de la posibilidad de construccion de = Desigualdad triangular

un triangulo a partir de un conjunto de datos = Suma de angulos interiores de un triangulo

= Andlisis de la cantidad de triangulos diferentes
que se pueden construir a partir de un conjunto
de datos

= (Criterios de congruencia de triangulos

Ciclo Basico

Establece y fundamenta la posibilidad de cons- Establece el rango de medidas que puede tener

truccién de un tridngulo dadas las medidas de los el lado de un tridngulo a partir de la medida de

tres lados, utilizando la desigualdad triangular. sus otros dos lados, utilizando la desigualdad
triangular.

Por cjemplo, a partir del problema: Por ejemplo, a partir del problema:

i Sin usar regla ni compds, indicd si es !
i posible construir un tridngulo con es-
. tos datos. Fundamentd tu respuesta. |

|ABl=7 cm, \ﬁ\=4cmy\m\=2cm

Alejandro construyé la figura que se
describe en el siguiente instructivo:

» Trazd un segmento AB de 7 cm
de longitud. Con centro en A,

El alumno establece que la construccién . trazd una circunferencia de 6 em

no es posible porque en todo tridngulo de radio.
la suma de la medida de dos de sus lados ' » Marci sobre la circunferencia un |
es mayor que la medida del lado restante. punto C que no se encuentre ali-
Podria acompafar su fundamentacién con ' neado con los puntos A y B.

un dibujo a mano alzada como el siguien-
te, argumentando que el tridngulo “no se
llega a cerrar, aunque bajes los lados”.

» Dibujd un tridngulo con vértices

enA, ByC.
Indicd, sin medir, cudl es la longi-
4 2 1 tud que puede tener cada uno de los |
/ \ i lados del tridngulo construido por !
3 i Alejandro. :

El ejemplo continia en pdgina 121.

Geometria y medida m



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico
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Ciclo Basico

Contintia el ejemplo de pdgina 119.

El alumno indica que las medidas de los
lados AB y AC van a ser siempre 7 cm y
6 cm, respectivamente. La primera porque
es el dato que se da para construir el seg-
mento y la segunda porque el lado AC es
siempre el radio de la circunferencia. Con
respecto al lado BC, apela a la desigualdad
triangular para indicar que su medida de-
be ser menor que 13 c¢m, ya que debe ser
menor que la suma de los otros dos lados.
A su vez, establece que debe ser mayor que
1 cm, porque también debe ser mayor
que la resta de los otros dos lados.

Podria realizar su fundamentacién con
apoyo en distintas construcciones.

C
B
6 cm .
A 7 cm /
Un poquito
A 6 cm mds de 1 cm
7 cm B
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Construye tridngulos a partir de diferentes in-
formaciones.
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Ciclo Basico

Determina y fundamenta la unicidad de cons-
trucciones de tridngulos dadas las medidas de
dos o tres de sus elementos, realizando y anali-

zando una o varias construcciones.

Por ejemplo, a partir del problema:
¢Cudntos tridngulos distintos se pue-
den construir con estos datos?

| Al=50°, B1=60° |
¢Y si se agrega el dato de que

|ABl=7 cm?

El alumno establece que se pueden cons-
truir infinitos tridngulos distintos, porque
los puntos A y B, que son los vértices de
los dngulos dados y del tridngulo, se pue-
den construir a cualquier distancia uno del
otro. En cambio, si se agrega el dato de
que el lado AB mide 6 cm, solamente se
puede construir uno.

Por ejemplo, al resolver este problema:
En cada caso, determind si se puede
construir un Gnico tridngulo con los
datos ofrecidos.

a) La medida de los tres lados.

que no es el comprendido entre ellos.

b) La medida de dos lados y un dngulo
c) La medida de dos lados y el dngulo
i comprendido entre ellos.

d) La medida de los tres dngulos.

El alumno fundamenta que en el caso del
ftem b) la construccién no es tinica exhibien-
do dos construcciones particulares que cum-
plen con las condiciones descritas. Construye
dos tridngulos que comparten uno de sus dn-
gulos y uno de sus lados y que tienen otro
lado de igual medida (por ejemplo, a partir
del radio de una circunferencia), pero que no
tienen la misma medida del lado y de los dn-
gulos restantes.

| |

El ejemplo continiia en pdgina 125.

Geometria y medida

Determina y fundamenta la unicidad de cons-
trucciones de tridngulos dados tres de sus ele-
mentos de los que no se conoce la medida, reali-
zando y analizando una o varias construcciones.



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Realiza construcciones de tridngulos, analizan- Determina si dos tridngulos son congruentes
do si es posible realizar o no la construccién, apoydndose en las medidas de sus elementos.
si es tnica o si se pueden construir diferentes

tridngulos. Por ejemplo, a partir del problema:

:Es verdad que los tridngulos PQR y
SLA son congruentes'®? ;Por qué?

El estudiante afirma que, a pesar de que
difieren en su “posicién”, los dos tridngu-
los son congruentes porque la medida de
sus lados y de sus dngulos es la misma.
Es decir que si se rota, refleja y traslada el
tridngulo SLA se puede hacer coincidir el
punto S con el punto Q, el punto L con
el Py el A con el R formando “el mismo”
tridngulo.

10 Se advierte que en el desarrollo del documento algunas de las medidas de los elementos de las figuras se expresan re-
dondeadas a fin de concentrar la atencién en los aspectos del contenido que se busca analizar.
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Ciclo Basico

Continiia el ejemplo de pdgina 123.

En el item ¢) determina que la construccién
es unica analizando una figura de andlisis.
Por ejemplo, construye un ejemplo genérico
con dos lados y el dngulo comprendido entre
ellos de medidas arbitrarias. Luego establece
que el tercer lado queda determinado por los
extremos de los segmentos construidos, por
lo que su medida también queda determina-
da, ya que la amplitud entre ellos estd deter-
minada y “no se puede ni abrir ni cerrar”.

Longitud dada No se puede

AN . .
. abrir ni cerrar
AN

Longitud dada

Determina si dos tridngulos son congruen-
tes sobre la base de los criterios de congruen-
cia apoydndose en las medidas de algunos de
sus elementos.

Determina si dos tridngulos son congruentes
sobre la base de los criterios de congruencia sin
apelar a las medidas de sus elementos.

Por ejemplo, a partir del problema:

Por ejemplo, a partir del problema:
---------------------------------------------- En la figura, ABCD es un paralelogra-
mo. ;Es cierto que los tridngulos ABC
y ADC son congruentes? ;Cémo lo
podés fundamentar?

e D c

En la figura, ABCD es un paralelogra-
mo. ;Es cierto que los tridngulos ABC
y ADC son congruentes? ;Cémo lo
podés fundamentar?

e D ¢

120°

El estudiante primero completa la medida
de los segmentos AD y DC y del dngulo D
sobre la base de que se trata de un parale-
logramo, y luego fundamenta que los dos
tridngulos son congruentes porque tienen
dos lados y el dngulo comprendido entre
ellos de la misma medida.

El estudiante establece que el lado AB es
congruente al lado DC y el lado AD es
congruente a BC porque son lados opues-
tos de un paralelogramo y que el dngulo D
es congruente al dngulo B por ser dngulos
opuestos de un paralelogramo. Luego, fun-
damenta que los dos tridngulos son con-
gruentes porque tienen dos lados y el dn-
gulo comprendido entre ellos congruentes.

Geometria y medida
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Determina si dos tridngulos son semejantes
comparando las medidas de todos los dngulos y
de todos los lados, estableciendo la correspon-
dencia entre sus vértices y sus lados.

Por ejemplo, a partir del problema:
:Es cierto que los tridngulos AEB y
DEC son semejantes? '

En primer lugar el alumno establece co-
rrespondencias entre los elementos de am-
bos tridngulos para analizar si son seme-
jantes. Como el dngulo A es congruente al
dngulo D y el dngulo AEB es congruente
al dngulo DEC, el lado AE se correspon-
de con el lado DE. De manera andloga es-
tablece la correspondencia entre los la-
dos BE y CE y entre los lados AB y DC.
Luego verifica que la razén entre los lados
correspondiente sea la misma:

AE _ 5| _ B

IDEl ICEl  [DCI

42 _36_6_5

2,8 24 4 7
Por dltimo establece que ambos tridngu-
los son semejantes porque tienen la mis-

ma medida de sus dngulos y la misma ra-
z6n entre sus lados.
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Ciclo Basico

Determina si dos tridngulos son semejantes so-
bre la base de los criterios de semejanza apo-
yandose en las medidas de algunos de sus ele-
mentos.

Por ejemplo, a partir del problema:
¢Es cierto que los tridngulos AEB y
DEC son semejantes?

C

El alumno primero completa la medi-
da de los dngulos DEC (107°) y B (40°)
utilizando las propiedades de los dngulos
opuestos por el vértice y de la suma de los
dngulos interiores de un tridngulo, respec-
tivamente. Luego fundamenta que los dos
tridngulos son semejantes porque poseen
la misma medida de dos de sus dngulos,
reconociendo que este hecho es suficiente
para que la medida del tercer dngulo tam-
bién sea la misma y, por consiguiente, am-
bos tridngulos sean semejantes.

El ejemplo continiia en pdgina 129.

Por ejemplo, a partir del problema:
En la figura, los segmentos AB y CD
son paralelos. ;Es cierto que los tridn-

gulos AEB y DEC son semejantes?

C

El alumno establece que el dngulo AEB
es congruente al dngulo DEC porque son
opuestos por el vértice y que los dngulos A
y D también son congruentes porque son
dngulos alternos internos entre paralelas.
Luego fundamenta que los dos tridngulos
son semejantes porque poseen la misma
medida de dos de sus dngulos, reconocien-
do que este hecho es suficiente para que
la medida del tercer dngulo también sea la
misma y, por consiguiente, ambos tridngu-
los sean semejantes.

El ejemplo continiia en pdgina 129.

Geometria y medida

Determina si dos tridngulos son semejantes
sobre la base de los criterios de semejanza sin
apelar a las medidas de sus elementos.



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico
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Ciclo Basico

Continiia el ejemplo de pdgina 127.

O bien, para resolver el problema:
Hall4 la medida de todos los lados del
i tridngulo BED. |

C @35
A IBA|=12cm

B b4 [BCl=10cm

: |CA|=7cm

D es punto medio de BA E
E es punto medio de BC !

El alumno determina que el lado BD mi-
de 6 cm, ya que como D es punto medio
del segmento BA, su medida es la mitad
que la de dicho segmento. De manera and-
loga determina que el lado BE mide 5 cm.
Luego verifica que la razén entre dos de
sus lados es la misma:

BCI_10_, , BBAI_12_,

BEl 5 BDl 6
y que el dngulo comprendido entre ellos
es congruente, ya que se trata del mismo
dngulo.

>

Por ultimo, para responder a la pregun-
ta, determina que el lado ED mide 3,5 cm
porque la razén entre su medida y 7 c¢m
debe ser 2:

g
|
~

= =2
3,5

o

'E

Continila el ejemplo de pdgina 127.

O bien, para resolver el problema:

Indic4 si es cierto que el lado ED mi-
i de la mitad que el lado AC y explicd
! por qué. '

< D es punto medio de BA |

A E es punto medio de BC é

El alumno determina que como D es pun-
to medio del segmento BA y E es pun-
to medio del segmento BC, la razén en-
tre las medidas de los segmentos BA y BD
es la misma que la que existe entre las me-
didas de los segmentos BC y BE, que es 2.
Ademds, identifica que en ambos casos
el dngulo comprendido entre ambos seg-
mentos es el mismo, a.

Por ultimo, responde que es cierto que el
lado ED mide la mitad que el lado AC por-
que la razdén entre sus medidas debe ser 2,
ya que los tridngulos son semejantes y esa
es la razén que existe entre la medida de
los otros lados.

Geometria y medida
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Construccion y congruencia
de cuadrilateros

El trabajo sobre cuadrildteros gira en torno a dos cuestiones: la construccién junto con el
andlisis de existencia y cantidad de soluciones, y la elaboracién de criterios de congruencia.
Los conocimientos referidos a construccién de tridngulos serdn una base sobre la que se
apoyardn los criterios de congruencia para los cuadrildteros.
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Construccion y congruencia de cuadrilateros

Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Construye cuadrados y recténgulos a partir de Construye paralelogramos, rombos y trapecios a
informacién sobre sus lados, trazando rectas y partir de informacion sobre sus lados, trazando
segmentos paralelos y/o perpendiculares. rectas y segmentos paralelos y/o perpendiculares.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
i Construf un paralelogramo que tenga
¢ un lado de 6 cm y otro de 4 cm.

En el siguiente dibujo el segmento AB
i es el lado de un rombo. Completd la
i figura. '
‘ A
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= Construccion de cuadrados, rectangulos, paralelogramos, rombos y trapecios

= Andlisis de la cantidad de cuadrilateros diferentes que se pueden construir a partir de un conjunto de datos

= (Criterios de congruencia de cuadrilateros

Ciclo Basico

Establece la unicidad de construcciones de cua-
drados, rectingulos, paralelogramos, rombos y
trapecios a partir de informacién sobre sus la-
dos, sus dngulos y/o sus diagonales.

Construye cuadrados, rectingulos, paralelogra-
mos, rombos y trapecios a partir de informacion
sobre sus lados, sus dngulos y/o sus diagonales, y
da cuenta de las propiedades que moviliza.

Por ejemplo, a partir del problema:
El segmento AB es una de las diago-
nales de un rectdngulo. Usando regla
y escuadra, dibujd el recténgulo y ex-
plicd cémo podés estar seguro de que
es un rectangulo.

A

El alumno construye la otra diagonal de
la misma medida haciendo que se interse-
quen en el punto medio de ambas y luego
une sus extremos para dibujar el rectingu-
lo. Argumenta que es un rectdngulo por-
que en todo rectdngulo las diagonales son
congruentes y se intersecan en sus puntos
medios.

También podria trazar una semirrecta
cualquiera de manera que el punto A sea
su origen (en cualquier direccién distinta
del segmento AB), luego una recta perpen-
dicular a ella que pase por el punto B, para
completar el dibujo trazando las paralelas
a ambas rectas que pasan por el punto Ay
el punto B, respectivamente. Explica que
se trata de un rectangulo porque sus lados
consecutivos son perpendiculares.

Por ejemplo, a partir del problema:

¢Cudntos rectdngulos se pue- A
! den construir de manera que
i el segmento AB sea una de
. sus diagonales? ;Qué otra
informacién se podria agre-
! gar para que la construccién B
' sea Unica?

El alumno establece que se pueden cons-
truir infinitos rectdngulos, ya que puede
construirse la otra diagonal de la misma
medida haciendo que se intersequen en
el punto medio de ambas, pero con cual-
quier dngulo. Sobre la base de este argu-
mento, determina que si se agrega la medi-
da del dngulo que forman las diagonales la
construccion serfa inica.

También podria afirmar que se pueden
construir infinitos rectdngulos porque se
puede partir de construir cualquier semi-
rrecta con origen en A (en cualquier direc-
cién distinta del segmento AB), para lue-
go construir una recta perpendicular a ella
que pase por el punto B y completar el
rectdngulo trazando las rectas perpendicu-
lares a las dos ya trazadas que pasen por A
y B, respectivamente. Sobre la base de es-
te argumento, podria determinar que si se
agrega el dngulo (agudo) que forma la dia-
gonal con uno de los lados la construccién
serfa nica.

Geometria y medida
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Construye cuadrildteros a partir de la composi-
cién de tridngulos.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
Utilizando tridngulos rectdngulos igua-
les a este:

a) Construf un rombo.
b) Construi un rectangulo.

c) Construi un rectdngulo cuyos la-
dos midan 9 cm y 8 cm.

d) Construi un paralelogramo no rec-
tangulo.
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Ciclo Basico

Establece si es posible construir un cuadrildtero
dadas algunas medidas de sus elementos. Para
hacerlo se apoya en la factibilidad de la cons-

truccién de los tridngulos que lo forman.

Por ejemplo, a partir del problema:
Construi, si es posible, un rombo cu-
yas diagonales midan 6 y 10 cm, y sus
lados 5 cm. Si no es posible, explicd

El estudiante determina que no se pue-
de construir el rombo porque dos lados y
una diagonal forman un tridngulo y, en este
caso, dos lados de 5 cm y una diagonal de
10 cm no pueden formar un tridngulo por-
que no cumplen la desigualdad triangular.

Por ejemplo, a partir del problema:
:Es cierto que si dos rombos tienen la
misma medida de sus lados entonces
son congruentes? ;Y si tienen la mis-
ma medida de sus diagonales?

El estudiante fundamenta que si dos rom-
bos tienen la misma medida de sus lados
no son necesariamente congruentes, por-
que puede variar la medida de sus dngulos,
construyendo y exhibiendo un ejemplo.

Para el caso en que las dos diagonales ten-
gan igual medida, establece que los rom-
bos son congruentes porque ambas diago-
nales se cortan de manera perpendicular
en el punto medio y “no pueden tener otra
posicién”. En consecuencia, la construc-
cién es unica y, por lo tanto, los rombos
son congruentes.

Analiza la congruencia entre dos cuadrildteros
sobre la base de la unicidad de la construccién.

Geometria y medida

136






Areas de triangulos y cuadrilateros

En el eje Niimeros y dlgebra se incluyd el anilisis de la relacién entre dreas desde un punto
de vista algebraico. En este eje se propone hacerlo a través de comparaciones que involu-
cran propiedades geométricas.
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Areas de triangulos y cuadrilateros

Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Establece la equivalencia entre diferentes uni- Determina el drea de una figura utilizando una
dades de medida para medir el drea. unidad de medida no convencional dada.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
i Usando como unidad de medida el
' cuadradito, determind la medida del
+ drea de las otras dos figuras.
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= Comparacion de areas de triangulos y cuadrilateros
= Relacion de proporcionalidad entre areas de figuras

= Construccion de figuras a partir de condiciones sobre su area

= Variacion de areas de figuras en funcion de la variacion de alguna de sus medidas

Ciclo Basico

Halla el drea de una figura sobre la base de
compararla con otra figura de la que se cono-
ce su drea.

Establece y fundamenta relaciones (el doble,
el triple, la mitad) entre dreas de figuras tipi-
cas (tridngulos, cuadrados, rectdngulos, parale-
logramos y rombos) a partir del andlisis de sus
elementos y/o su descomposicién en otras figu-
ras para comparar sus 4reas.

Por ejemplo, a partir del problema:

En la figura, E, F, G y H son puntos
medios de los segmentos DC, DA, AB

y BC, respectivamente. Hall4 el drea |
del rombo EFGH sabiendo que el drea
del rectdngulo ABCD es de 50 cm?.

D E

Por ejemplo, a partir del problema:
Explicd por qué el drea de cualquier
i rombo se puede calcular como la mi-
ol i tad del drea de un rectdngulo cuyas
medidas de la base y la altura coinci- |
i dan con las medidas de las diagonales
+del rombo.

El estudiante dibuja un rombo con sus
diagonales. Luego traza segmentos pa-
ralelos a las diagonales que pasan por los

El estudiante traza los segmentos FH y GE
para descomponer la figura en rectingulos.
Por medio de la comparacién entre el drea
sombreada y el drea blanca determina que
el drea del rombo es la mitad de la del rec-

tiangulo y, por lo tanto, establece que es de
25 cm?.

vértices del rombo formando un rectdn-
gulo y explicita que las medidas de sus la-
dos coinciden con las medidas de las dia-
gonales del rombo. Argumenta que el drea
del rombo es la mitad de la del rectdngu-
lo porque estd formado por cuatro tridn-
gulos congruentes a los ocho que forman
el recténgulo. Por ultimo, destaca que este
procedimiento se puede realizar para cual-
quier rombo dado.

El ejemplo continiia en pdgina 141.

Geometria y medida



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Calcula el drea de poligonos, trapecios y rom- Compara el drea de dos figuras dadas mediante
boides por medio de descomposiciones en cua- descomposiciones, determinando si son iguales
drados, rectdngulos y tridngulos. o si una es mayor que la otra.

Por ejemplo, ante esta situacién:
Sin medir, indicd en cada uno de los
siguientes casos si el drea sombreada
es mayor, menor o igual que el drea
blanca.

En cada uno de los casos, el estudiante traza
un segmento perpendicular al lado del tridn-
gulo que comparte con el rectdngulo de mo-
do que pase por el vértice opuesto.

El ejemplo continiia en pdgina 142.
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Determina relaciones proporcionales entre
dreas de figuras (reconoce que una figura tie-
ne el doble, el triple, la mitad de drea que otra)
apoydndose en descomposiciones.

Por ejemplo, a partir de este problema:
En la siguiente figura, ABCD es un
rectingulo y el punto E pertenece al
segmento CD. ;Es cierto que el drea

del tridngulo AEB es la mitad de la del

rectingulo ABCD?
D E c
A B

El estudiante establece que el drea del tridn-
gulo es la mitad del drea del rectdngulo por-
que el drea blanca es igual al drea sombreada.
Para ello, traza un segmento perpendicular al
segmento AB que pase por el punto E.

El ejemplo continiia en pdgina 143.

Contintia el ejemplo de pdgina 139.

También, resuelve problemas como este:
Dibujd un rectdngulo cualquiera. Marcd
un punto sobre alguno de sus lados y
luego uni ese punto con los extremos del
lado opuesto del rectidngulo, formando
un tridngulo. ;Es cierto que el drea del
tridngulo es la mitad del 4rea del rectdn-
gulo? ;Cambiaria tu respuesta si el punto
lo hubieras marcado en otra ubicacién?

Ciclo Basico

Compara el drea de dos figuras en situaciones
en las que es necesaria la comparacién con el
drea de una tercera figura, sobre la base de rela-

ciones conocidas entre dreas de figuras."'

Por ejemplo, a partir del problema:

ABCD es un rectangulo. El punto G
© pertenece al segmento AD. Los pun-
. tos E y F son puntos medios de los seg-
mentos AD y AB, respectivamente. ;Es
I cierto que el drea del tridgngulo AEF esla
i cuarta parte que la del tridgngulo BGC?

D C
G
E
A F B

El estudiante traza dos segmentos perpen-
diculares a los lados AD y AB del rectdn-
gulo con un extremo en el punto E y en el
punto F respectivamente.

El ejemplo continiia en pdgina 143.

! Problemas de este mismo tipo se presentaron en la grilla correspondiente a Ntiimeros y dlgebra. Se trata de problemas
que pueden resolverse en cualquiera de los dos marcos, movilizando diferentes conocimientos.

Geometria y medida
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primaria y secundaria

Transicion entre

Continiia el ejemplo de pdgina 140.

De esta manera descompone las dreas som-
breadas y blancas en tridngulos que es posi-
ble comparar de manera directa. En los tres
primeros casos afirma que el drea sombrea-
da y el drea blanca son iguales porque estin
compuestas por tridngulos congruentes.

En el dltimo caso, afirma que el 4rea blan-
ca es mayor que el drea sombreada porque
al drea blanca “tiene una franja mds” que el
drea sombreada.

Compara dreas apoydndose en las propiedades
de las figuras, sin necesidad de una medicién
efectiva.
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Ciclo Basico

Contintia el ejemplo de pdgina 141. Contintia el ejemplo de pdgina 141.
De esta manera descompone las dreas som- De esta manera divide al rectingulo
breadas y blancas en tridngulos que es po- ABCD en cuatro rectingulos congruentes.
sible comparar de manera directa, afirman- Luego afirma que es cierto porque:
do que ambas dreas estdn compuestas por » El drea del tridngulo AEF es la octava
tridngulos congruentes. parte del drea del rectingulo ABCD,
b £ c pues su drea es la mitad del drea de un
recténgulo que tiene de drea la cuarta
parte que la de ABCD.

» El drea del tridngulo BGC es la mitad
del drea del rectingulo ABCD.

A B . .
» El drea del tridngulo AEF es la cuar-
ta parte del drea del tridngulo BGC,
porque al ser la octava parte del drea
de ABCD debe ser la cuarta parte de
su mitad.
D C
G <
E
A F B
Construye figuras cuya drea cumple con una re- Construye figuras cuya drea cumple con una re-
lacién proporcional con respecto a otra figura lacién proporcional con respecto a otra figu-
dada, fundamentando la relacién sobre la base de ra dada, en situaciones en las que es necesaria la
comparaciones apoyadas en descomposiciones. comparacion con una tercera figura, sobre la ba-

se de relaciones conocidas entre dreas de figuras.

Por ejemplo, a partir del problema:
---------------------------------------------- Por ejemplo, a partir del problema:
Sin calcular el drea, dibujd un tridngu- | oo
lo que no sea rectdngulo, cuya drea sea

la mitad del 4rea de este rectingulo.

Sin calcular el drea, dibujd un tridngu-
lo cuya drea sea igual que el drea de es-
te rectdngulo.

El ejemplo contintia en pdgina 145.

El ejemplo continiia en pdgina 145.
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Analiza la variacién del drea de una figura en
funcién de la variacién de sus lados, bases o
alturas.
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Ciclo Basico

Continiia el ejemplo de pdgina 143.

El estudiante marca un punto sobre uno de
los lados y lo une mediante segmentos con
los extremos del lado opuesto. Argumenta
que el drea del tridngulo es la mitad de la
del rectdngulo porque, si se traza la altu-
ra del tridngulo correspondiente al vértice
marcado, se observa que estd formado por
dos tridngulos congruentes a los otros dos
que “completan” el rectangulo.

Establece regularidades con respecto a la varia-
cién del drea de figuras y las fundamenta sobre
la base de comparaciones apoyadas en descom-

posiciones.

Por ejemplo, a partir del problema:
:Es cierto que si a un rectingulo se
le duplica la medida de su altura y la
medida de su base se mantiene igual,
su drea se duplica?

El alumno construye un rec-
téngulo y luego construye otro
que tenga la misma medida de
la base y el doble de altura. En
el segundo rectdngulo traza un
segmento paralelo a la base cu-
yos extremos son los puntos medios de los la-
dos perpendiculares a la misma. Afirma que
es cierto que el drea es el doble porque el se-
gundo rectdngulo estd compuesto por dos
rectangulos congruentes al primero.

Continiia el ejemplo de pdgina 143.

El estudiante construye
otro rectdngulo con el do-
ble de drea que el dado, du-
plicando la medida de su
base o de su altura. Luego
marca un punto sobre uno de los lados y lo
une mediante segmentos con los extremos
del lado opuesto. Fundamenta que el tridn-
gulo construido tiene la misma drea que el
rectingulo original porque posee la mitad
de drea que el nuevo rectidngulo construi-
do que, a su vez, posee el doble del drea que
el original.

Por ejemplo, a partir del problema:

;Es cierto que si a un tridngulo se le
duplica la medida de su altura y la
medida de su base se mantiene igual,
su drea se duplica?

El alumno construye un
tridngulo y luego constru-
ye otro que tenga la misma
medida de la base y el do-
ble de altura. A continua-
cién construye dos recténgulos, uno que
inscribe al primer tridngulo y otro que ins-
cribe al segundo. Afirma que es cierto que
el drea es el doble porque ambos tridngulos
tienen la mitad del 4rea que el rectingulo
que lo inscribe y el segundo de estos rectdn-
gulos tiene el doble del drea que el primero.

Establece regularidades con respecto a la variacién
del drea de figuras, en situaciones en las que es ne-
cesaria la utilizacién de figuras auxiliares, sobre la
base de relaciones conocidas entre dreas de figuras.
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Angulos entre paralelas

En este apartado se trata de determinar relaciones de congruencia o suplementariedad
entre dngulos determinados por rectas paralelas cortadas por una transversal, a partir de
los conocimientos sobre los dngulos de un paralelogramo.
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Angulos entre paralelas

Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Relaciones entre los dngulos de un cuadriltero. En situaciones que incluyen el estudio de para-
lelogramos, reconoce que si dos dngulos corres-
pondientes no son congruentes, los lados que
los forman no son paralelos.

Por ejemplo, a partir del problema:
Construi, si es posible, un paralelo-
gramo que tenga un lado de 6 cm, y
los dngulos que se apoyan sobre ese la-
do de 120° y 40°. Si no es posible, ex-
plicd por qué. '

El estudiante establece que la construc-
cién no es posible porque los lados trans-
versales al lado de 6 cm no son paralelos.
Apoyado en una construccién como la si-
guiente, expresa que como el dngulo adya-
cente al de 120° no mide 40°, entonces los
lados transversales tienen distinta inclina-
cién y se van a cruzar en algiin punto, lo
que hace que no sean paralelos.

120°
60° 40°
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= Angulos correspondientes entre paralelas
= Angulos alternos entre paralelas

= Angulos conjugados entre paralelas

= Andlisis del paralelismo entre rectas

Ciclo Basico

Halla la medida de dngulos entre paralelas, so- Establece y fundamenta si dos dngulos entre pa-
bre la base de identificar si son correspondien- ralelas son congruentes o suplementarios, sobre
tes, alternos o conjugados. la base de identificar si son opuestos por el vérti-

ce, correspondientes, alternos o conjugados.

Por ejemplo, a partir del problema:
—————————————————————————————————————————————— Por ejemplo, resuelve problemas como:

En ambos casos, las rectas f y ¢ son ----------------------------------------------
En la figura, las rectas f y ¢ son para-
lelas. Nombra dos dngulos congruen-
tes y dos suplementarios de o y expli-
cd por qué lo son.

paralelas.

Hall4 la medida de o. !

. Hall4 la medida de f.
f B
: g
: 102°

El estudiante expresa que || = 63° porque
“suma 180° con el dngulo de 117°7, ya que
son conjugados internos entre paralelas.
También expresa que |B|=102° porque
“mide lo mismo que el dngulo de 102°7,
ya que son alternos externos.
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Halla la medida de los dngulos interiores y ex-
teriores de un paralelogramo apoydndose en la
relacién de que si dos lados son paralelos, de-
ben tener la misma inclinacién con respecto a
uno transversal.

Por ejemplo, a partir del problema:

El cuadrildtero ABDC es un paralelo-
i gramo. Hall4 la medida del dngulo in-
. terior B y explicd cémo lo pensaste.

C D E

El alumno determina que la medida del 4n-
gulo interior B es 130° porque DB debe te-
ner la misma inclinacién que AC, con res-
pecto a AB, ya que son paralelos entre si.
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Ciclo Basico

Halla la medida de dngulos en figuras que in-
cluyen paralelas y transversales, estableciendo
relaciones entre los dngulos segin sean opues-
tos por el vértice, correspondientes, alternos o
conjugados.

Por ejemplo, al resolver este problema:
Sabiendo que AB//CD, hall4 las me-
didas de todos los dngulos interiores
del tridngulo ABE y explicd cémo lo
hiciste.

A

El estudiante expresa que |A| =20° expli-
citando que es congruente con D o que
“mide lo mismo” que D, porque son alter-
nos internos entre paralelas. De manera
andloga, expresa que |B|=36° explicitan-
do que es alterno interno entre paralelas
de C. Con respecto al dngulo BEA, deter-
mina que mide 124° por ser opuesto por el

vértice de CED.

Establece y fundamenta si dos dngulos son
congruentes o suplementarios en figuras que
incluyen paralelas y transversales, sobre la base
de identificar relaciones entre dngulos opuestos
por el vértice, correspondientes, alternos y/o
conjugados.

Por ejemplo, al resolver problemas como
el siguiente:
Sabiendo que AB//CD, ses cierto
que los dngulos interiores del tridngu-
lo ABE son congruentes a los dngulos
interiores del tridgngulo CED? Justificd
tu respuesta.
A

El estudiante afirma que es cierto estable-
ciendo que: Ay D son congruentes por-
que son alternos internos entre paralelas; C
y B también son congruentes por ser alter-
nos internos entre paralelas; AEB y DEC
son congruentes porque son Opuestos por
el vértice.
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico
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Ciclo Basico

Reconoce distintas condiciones necesarias y su-
ficientes para que dos rectas sean paralelas:

» Que sus dngulos correspondientes sean
congruentes.

» Que sus dngulos alternos sean congruentes.

; .
» Que sus dngulos conjugados sean suple-
mentarios.

Por ejemplo, al resolver este problema:
:Es cierto que si || = 35° los segmen-
tos AB y CD son paralelos? ;Qué
otras medidas podria tener o para que
sean paralelos? Para ambas respuestas,
explicd por qué.

El estudiante afirma que los segmentos no
son paralelos porque los dngulos son alter-
nos internos pero no son congruentes.

Luego determina que si || = 40°, la misma
medida que B, los segmentos si son parale-
los; y que esta es la tnica medida posible
porque, como expresé antes, si los dngu-
los no son congruentes, los segmentos no
son paralelos.

Geometria y medida m






Teorema de Pitagoras

Esta progresién se basa en la resolucién de problemas de reinversién del teorema de
Pitdgoras, desde aquellos donde la aplicacién es directa a otros donde es necesario hacer
descomposiciones de la figura.
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Teorema de Pitagoras

Transicion entre

primaria y secundaria

Ciclo Basico

Emplea el teorema de Pitdgoras para resolver
problemas que se presentan modelizados me-
diante tridngulos rectdngulos.

Por ejemplo, para resolver este problema:
Se quiere instalar un poste de luz de
' manera perpendicular al piso y suje-
tado al mismo por dos cables de ace- |
ro, uno a cada lado del poste, como se
muestra en el dibujo. I

K ; 2

Sabiendo que el poste mide 16 m de

+ alto y que los cables deben estar su-

. jetados al piso a 12 m de la base de

la columna, calculd cudntos metros

' de cable son necesarios para realizar la |
instalacién.

El estudiante reconoce que, en el dibujo,
el poste, el piso y uno de los cables forman
un tridngulo rectingulo. Luego, mediante
el teorema de Pitdgoras, calcula la medida
de la hipotenusa y la identifica con la lon-
gitud de uno de los cables. Por tltimo du-
plica esa medida para calcular la cantidad
total de metros de cable de acero que hace
falta para instalar el poste.
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= Teorema de Pitagoras

= Modelizacion de problemas que pueden resolverse mediante el teorema de Pitagoras

Ciclo Basico

Modeliza problemas mediante tridngulos rec- Utiliza el teorema de Pitdgoras para resolver

tingulos y emplea el teorema de Pitdgoras pa- problemas que presentan figuras geométricas

ra resolverlos. pasibles de descomponerse en tridngulos rec-
tangulos.

Por ejemplo, para resolver este problema:
---------------------------------------------- Por ejemplo, en el siguiente problema:

Se quiere instalar un poste de luz de

manera perpendicular al piso y sujeta- a) Halld el drea del siguiente trapecio

do al mismo por dos cables de acero, isdsceles.

uno a cada lado del poste. 3m
1,45 m

alto y que los cables deben estar su- Som

jetados al piso a 12 m de la base del
mismo, calculd cudntos metros de ca-
ble son necesarios para realizar la ins-
talacion.

b) Si la base mayor del trapecio se ex-
tendiera 2,70 m de manera que si-
guiera siendo isdsceles, ;cudl serfa
su perimetro?

Sabiendo que el poste mide 16 m de

El estudiante produce un esquema como
el del dibujo de abajo y reconoce que el
poste, el piso y uno de los cables forman
un tridngulo rectdngulo. Luego, mediante
el teorema de Pitdgoras, calcula la medida
de la hipotenusa y la identifica con la lon-
gitud de uno de los cables. Por tltimo du-
plica esa medida para calcular la cantidad
total de metros de cable de acero que hace
falta para instalar el poste.

Para resolver el item a), el estudiante des-
compone la figura en un rectdngulo y dos
tridngulos rectdngulos. Traza dos segmen-
tos perpendiculares a la base de manera
que cada uno pase por uno de los vértices
“superiores” de la figura e identifica su me-
dida con la altura del trapecio. Luego cal-
cula la medida de los catetos “inferiores”
de los tridngulos (1,05 m) como la mitad
de la diferencia de las medias de la base y
del lado “superior” de la figura. Por ulti-
mo, calcula la longitud de los catetos que
16 m 2 representan la altura empleando el teore-

ma de Pitdgoras y, con todos esos datos, el

12 m drea del trapecio.

1,45 m

5,10 m

El ejemplo continiia en pdgina 159.
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Continila el ejemplo de pdgina 157.

Para responder a la segunda pregunta, “alar-
ga’ los catetos “inferiores” de los tridngulos
rectingulos la mitad (1,35 m) de lo que se
alarga la base en total (2,70 m) y luego cal-
cula la medida de las hipotenusas emplean-
do el teorema de Pitdgoras. Finaliza su-
mando la longitud de todos los lados de la
figura.

O bien, al resolver la siguiente situacién:
Halld el 4drea de un tridngulo isdsceles
cuyos lados congruentes miden 26 cm
y el restante mide 20 cm.

El estudiante construye una figura que re-
presenta el tridngulo y marca la altura co-
rrespondiente al lado no congruente, lo
que lo descompone en dos tridngulos rec-
tingulos congruentes. En uno de ellos, ha-
lla la medida del cateto incluido en la base
como la mitad de la misma vy, luego, cal-
cula la medida del otro cateto empleando
el teorema de Pitdgoras. Para finalizar, cal-
cula el drea del tridngulo isdsceles identifi-
cando el cateto que no estd incluido en la
base con la altura del tridngulo.
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Actividades para relevar los aprendizajes

Los ejemplos de problemas que se incluyen a continuacién podrian ser ttiles a la hora de
recabar informacién sobre el estado de conocimientos de los estudiantes en relacién con
el eje Geometria y medida.

Construccion, congruencia y semejanza de triangulos

Situacion 1. Construccion de triangulos

A partir de esta situacion se intenta evaluar si el estudiante puede construir un tridn-
gulo a partir de un conjunto de datos y analizar la cantidad de soluciones.

a) Construf un tridngulo ABC que tenga el lado AB de 4 cm y el lado AC
de 6 cm.

b) ;Cudntos tridngulos es posible construir con los datos de la parte a)? Si
solo se puede construir uno, explicd por qué. Si es posible construir mds
de uno, agregd un dato para que solo se pueda construir uno.

Explicd tus respuestas.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Solo usa la regla graduada para realizar la construccién, imponiendo un valor
determinado al dngulo BAC. En este caso, el alumno supone que necesita tres
datos para poder realizar la construccién, por lo que decide agregar el que falta.

» Agrega una medida cualquiera para el tercer lado y hace la construccién con
regla y compis.

» Utiliza la regla graduada y el compds para construir un tridngulo que tenga dos
lados con las medidas dadas. Deja las circunferencias dibujadas indicando que
hay otras posibilidades para la medida del tercer lado, pero sin explicitarlo.
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» Dibuja dos lados de las medidas indicadas y explica que puede variar el dngulo
entre ellos o la medida del tercer lado.

Para el item b) se puede observar si el estudiante:

» Afirma que solo es posible construir un tnico tridngulo, porque con tres datos
se puede construir uno solo. Se trata de alumnos que agregan un dato para
poder realizar la construccidn.

» Afirma que es posible construir infinitos tridngulos porque el dngulo entre los
lados AB y AC puede variar, sin indicar entre qué valores. Luego le asigna un
valor apropiado al dngulo con el cual la construccién es Gnica. No es posible
saber si el alumno sabe que la medida de un dngulo de un tridngulo tiene que
ser menor que 180°.

» Afirma que es posible construir infinitos tridngulos porque la medida del lado
BC puede variar, sin indicar entre qué valores. Luego le asigna un valor apro-
piado a esa medida para que la construccién sea tnica. No es posible saber si
este alumno se apoyé o no en la desigualdad triangular.

» Afirma que es posible construir infinitos tridngulos porque la medida del dn-
gulo BAC puede variar, aclarando que tiene que ser menor que 180°. Luego le
asigna un valor apropiado al dngulo con el cual la construccién es tinica. Este
alumno explicita los valores posibles para el 4ngulo comprendido entre los dos
lados a partir de saber que la medida de un dngulo de un tridngulo tiene que
ser menor que 180°.

» Afirma que es posible construir infinitos tridngulos porque la medida del lado
BC puede variar, aclarando que tiene que ser menor que 10 cm. Luego le asig-
na un valor apropiado a esa medida para que la construccién sea unica. Este
alumno explicita parte de los valores posibles para el tercer lado a partir del uso

de la desigualdad triangular.

» Afirma que es posible construir infinitos tridngulos porque la medida del lado
BC puede variar, aclarando que tiene que ser mayor que 2 cm y menor que 10 cm.
Luego le asigna un valor apropiado a esa medida para que la construccién sea
Gnica. Este alumno explicita los valores posibles para el tercer lado a partir del
uso de la desigualdad triangular.
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Situacion 2. Congruencia de triangulos

A partir del siguiente problema se pretende evaluar si el alumno puede reinvertir la
nocién de congruencia de tridngulos para hallar las medidas de los lados de uno de
los tridngulos.

En la siguiente figura, los segmentos KR R

y PN son didmetros de la circunferencia

de centro A y radio 4 cm. Si la medida

del segmento PK es de 3 cm, halld las p N
medidas de los lados del tridngulo ARN. A

Explicd cémo lo pensaste.

Esta es una figura de andlisis,

no respeta las medidas del problema.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Apela a la medicién para hallar las medidas de los lados del tridngulo. Se trata
de una resolucién que apela a lo empirico, midiendo en un dibujo que no estd
hecho a escala.

» Afirma que ambos tridngulos son isdsceles debido a que dos de sus lados se
corresponden con radios de la misma circunferencia, pero halla la medida del
lado RN midiendo o dice que no es posible hallarla. En este caso, hay un
avance en cuanto a la posibilidad de determinar algunas medidas sin apelar a la
medicién. Sin embargo, el alumno no relaciona los dos tridngulos como medio
para hallar el tercer lado.

» Afirma que ambos tridngulos son isdsceles debido a que dos de sus lados se
corresponden con radios de la misma circunferencia. Luego afirma que los
tridngulos son congruentes —sin explicar por qué—, por lo que el lado RN mide
3 cm. En esta resolucién se ponen en juego los conocimientos necesarios, pero
el estudiante no considera necesario explicar o no sabe por qué los tridngulos
son congruentes.

» Afirma que ambos tridngulos son isdsceles debido a que dos de sus lados se
corresponden con radios de la misma circunferencia. Luego afirma que los
tridngulos son congruentes debido a que tienen la misma medida de dos lados
(los radios de la circunferencia) y del dngulo que forman esos lados, por ser
opuestos por el vértice. Luego, concluye que el lado RN mide lo mismo que el

lado PK, 3 cm.
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Situacion 3. Semejanza de triangulos

El siguiente problema permite analizar si los estudiantes pueden decidir sobre la
semejanza entre dos tridngulos, dando razones que se apoyen en propiedades de las
figuras.

El tridngulo PGK fue construido con cuatro tridngulos iguales al tridngulo ARN.

Sin medir, analizd si los tridngulos PGK y ARN son semejantes. Explicd tu
respuesta.
G

P K A N

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Afirma que los tridngulos son o no son semejantes usando la percepcién o
dando la definicién. Por ejemplo, dice que son semejantes porque tienen los
mismos dngulos o porque sus lados correspondientes son proporcionales. Se
trata de un alumno que no pone en juego propiedades para responder.

» Intenta hallar las medidas de los dngulos del tridngulo PGK a partir de las me-
didas de los dngulos del tridngulo ARN. Por ejemplo:

A partir de esto, determina que los tridngulos son semejantes porque tienen los
mismos dngulos.

» Afirma que los tridngulos ARN y PGK son semejantes porque el lado PK mide
el doble del lado AN; el lado PG, el doble del lado AR y el lado GK, el doble
del lado RN.
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Construccion y congruencia de cuadrilateros

Situacion 1. Construccion de cuadrilateros

El problema que se presenta a continuacién permite evaluar si los estudiantes son
capaces de reinvertir conocimientos sobre las propiedades de las diagonales de un
rectdngulo. Se trata de un problema mds complejo que el de realizar una construc-
cién a partir de los lados debido a que la propiedad es utilizada en el sentido inverso
al habitual. En este caso es posible apelar a que si un cuadrildtero tiene sus diagona-
les congruentes y se cortan en su punto medio, entonces es un rectingulo.

a) El segmento PQ representa la diagonal de un rectingulo. Construilo

usando regla no graduada y compds.
P

Q

b) ;Cudntos rectdngulos distintos es posible construir?

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Afirma que no es posible realizar la construccién porque no se dispone de las
medidas de los lados.

» Utiliza la propiedad en cuestién, aunque construye un rectingulo usando una
regla graduada para determinar el punto medio de PQ y la medida de la diagonal.

» Dibuja una semirrecta con origen en P y luego una perpendicular a ella que
pase por Q. De esa manera quedan determinados dos lados del rectdngulo,
como muestra la figura que sigue.

P

Luego traza una perpendicular al segmento PB o una paralela al segmento BQ
que pase por Py una perpendicular al segmento BQ o una paralela al segmento

BP que pase por Q.
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Esta construccién es correcta, pero no pone en juego la propiedad de la dia-
gonal del rectdingulo mencionada anteriormente. Solo utiliza que los extremos
de la diagonal son vértices del rectdngulo y que sus lados consecutivos son

perpendiculares.

» Utiliza que las diagonales se cortan en su punto medio y tienen igual medida.
Determina el punto medio de PQ a partir de graficar su mediatriz, para luego
trasladar la mitad de la medida de la diagonal desde el punto medio del segmento.

i

El punto E es el punto medio del segmento. La construccién se puede conti-
nuar trazando una recta cualquiera que pase por el punto E y trasladando la
medida de PQ sobre ella, centrada en E:
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Aunque el problema no lo pida, resulta importante indagar acerca de cémo es
posible explicar que la figura obtenida es efectivamente un rectdngulo.

Para el item b) se puede observar si el estudiante:

» Afirma que el Gnico rectdngulo que se puede construir es el que ha dibujado.
Quien responde esto no tiene en cuenta los datos que agregé para poder hacer

la figura.

» Logra dar cuenta de que tuvo que elegir una medida o un dngulo para dibujar
un rectidngulo, pero que ese valor es variable, por lo que hay infinitas construc-
ciones posibles.
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Situacion 2. Congruencia de cuadrilateros

El siguiente problema pone en escena cudles son los datos necesarios para construir un
tnico paralelogramo, cuestién que estd vinculada a los criterios de congruencia. En
ese sentido, se pone en juego la idea de que si dos paralelogramos comparten un cierto
conjunto de datos, entonces necesariamente tienen que ser la misma figura.

Por otro lado, la situacién posibilita plantear distintos conjuntos de datos que per-
miten construir un Unico paralelogramo. Si bien difieren en los elementos que se
consideran, la minima cantidad es la misma en todos los casos.

El segmento PQ representa un lado de un paralelogramo. ;Qué datos es ne-
cesario agregar para que solo sea posible construir un paralelogramo?

P

Fundamenti tu resolucién.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Afirma que alcanza con conocer la medida de un lado consecutivo. En este
caso, el alumno considera al paralelogramo del mismo modo que a un rec-
tdngulo, sin tener en cuenta que al saber que una figura es un rectangulo, se
conocen las medidas de sus dngulos.

» Da un conjunto de datos que permiten construir un dnico paralelogramo,
pero no la cantidad minima. Por ejemplo, dice que es necesario conocer las
medidas de todos los lados y los dngulos.

» Considera que es necesario conocer las medidas de dos lados consecutivos y el
dngulo entre ellos. Es posible que el alumno se apoye en los datos necesarios
para construir un tnico tridngulo.

» Considera que es necesario conocer las medidas de dos lados consecutivos y la
medida de una de las diagonales. Seguramente también en este caso el alumno
se apoya en los datos que se necesitan para construir un dnico tridngulo.
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Areas de triangulos y cuadrilateros

Situacion 1. Areas de cuadrilateros

A partir de este problema serd posible relevar los conocimientos de los alumnos
acerca del drea de un rombo.

a) Construi un rombo cuya drea sea de 24 cm?.

b) Escribi un instructivo que cuente cémo lo hiciste.

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

»

»

Construye un rombo, calcula su 4rea y ajusta las medidas para acercarse al valor
que pide el problema.

Considera que las diagonales tienen que ser iguales y perpendiculares, intenta
hallar su valor a partir de la férmula del drea del rombo y hace un dibujo apro-
ximado. Si bien los rombos pueden tener las diagonales de igual medida, no es
una condicién necesaria.

A partir de considerar que la férmula para calcular el drea de un rombo es 42
y que el resultado debe ser 24, concluye que el producto - D tiene que ser
48. Luego busca dos numeros cuyo producto sea 48 y construye el rombo a
partir de considerar que las diagonales se cortan perpendicularmente y en su
punto medio.

Para el item b) se puede observar si el instructivo que produce el estudiante:

»

Es incorrecto, porque no permite construir la figura deseada.

Es incompleto, porque omite uno o mds pasos necesarios para realizar la cons-
truccion. En este caso se trataria de una resolucién parcialmente correcta.

Es correcto, pero solamente explicitando el uso de los instrumentos de cons-
truccion, sin explicar por qué se realiza cada paso.

Es correcto y completo, el instructivo permite construir la figura deseada y
ademds se fundamenta el porqué de cada uno de los pasos de construccién.
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Situacion 2. Comparacion de areas

El problema que se presenta a continuacién involucra la comparacién de las dreas
de un cuadrildtero y un tridngulo. Resulta interesante que pueda resolverse algebrai-
ca o geométricamente, movilizando en cada caso diferentes conocimientos.

En la siguiente figura, los segmentos EK y
BL tienen la misma medida y son paralelos.
Compard las dreas del tridngulo RLK y
del cuadrilitero RBKE. Explicd c6mo lo
pensaste. R B L

Esta es una figura de andlisis,
no respeta las medidas del problema.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Mide las bases y la altura del trapecio y la base y la altura del tridngulo, usa las
férmulas para hallar las dreas y decide en funcién de los resultados que obtiene.
Es posible que debido a errores de medicién obtenga dreas diferentes.

» Halla expresiones para ambas dreas e intenta compararlas. Por ejemplo, nom-
bra algunos lados sin tener en cuenta los de igual medida, como muestra la
siguiente figura:

E a K
R b B ¢ L
Luego escribe: @+9-% nara el trapecio y ©*9:2 pero no logra compararlas. Es
g > P p y——P g p

posible que se dé cuenta o no de que las alturas de las figuras son iguales.

» Halla expresiones para ambas dreas e intenta compararlas. Por ejemplo, nom-
bra los lados teniendo en cuenta los de igual medida, como muestra la siguiente
figura:

E a K

Geometria y medida



171

»

(a+b (b+a) h

Luego escribe: para el trapecio y {2*2-2

hace mencién de por qué las alturas son 1guales.

, afirmando que son iguales. No

Halla expresiones para ambas dreas e intenta compararlas. Por ejemplo,
nombra los lados teniendo en cuenta los de igual medida, como muestra la

siguiente figura: . ) .

(ﬂ+b)-h (b+ﬂ
2

Luego escribe: para el trapecio y
Explica que puede afirmar que son iguales porque las alturas también lo son,

debido a que los lados EK y BL son paralelos.

, afirmando que son iguales.

Afirma que el trapecio RBKE y el tridngulo RLK estdn formados por el tridngu-
lo RBK y otro tridngulo: el EKR y el BLK, respectivamente. Como las medidas
de los segmentos EK y BL son iguales, y las alturas de los tridngulos EKR y
BLK también, ambos tienen igual drea. Por lo tanto, las dreas del trapecio y del
tridngulo RKL son iguales.
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Angulos entre paralelas

Situacion 1. Determinacion de angulos entre paralelas

El problema que se presenta a continuacién obliga a utilizar las propiedades de los
dngulos entre paralelas, ademds de las de los dngulos en un tridngulo.

En la siguiente figura, AC //BE, DE = DB y ICADI = 110°.

Esta es una figura de andlisis,
no respeta las medidas del problema.

Sin medir, hall4 las medidas de todos los dngulos de la figura. Explicd c6mo
lo pensaste.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Determina algin otro dngulo de la figura de manera incorrecta para luego ha-
llar los demds dngulos usando propiedades adecuadas. Por ejemplo, decide que
IBDEI = 70° y, con ese dato, halla los demds dngulos.

» Explicita las relaciones entre algunos de los éngulgs pero no logra deter-
minar sus medidas. Por ejemplo, afirma que IDBEIl=IDEBI= x y que

IBDEI = 180° - 2x, pero no encuentra sus medidas debido a que necesita hallar
al menos una relacién mis.

» Decide que IEEHLz ICADI por ser correspondientes entre paralelas o que
IDBEI = 180° - ICADI por ser conjugados internos entre paralelas, para luego
hallar los demds dngulos.
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Situacion 2. Determinacion de angulos entre paralelas. Cantidad minima de datos
necesarios

El problema que sigue requiere poner en juego las relaciones entre dngulos determi-
nados por paralelas para poder encontrar las medidas de cada uno. Se agrega como
pregunta la cantidad minima de datos necesarios, lo que lleva también a considerar
las propiedades de los dngulos en un paralelogramo.

En la siguiente figura, ABDC es un paralelogramo. El segmento FG es pa-
ralelo al segmento AC y el segmento EI es paralelo al segmento CD.

C G D

ju!

:Cudntos dngulos como minimo se necesitan como dato para poder hallar
todos los dngulos de la figura? Asigna los valores necesarios y determind las
medidas de los dngulos faltantes.

B Esta es una figura de andlisis,
no respeta las medidas del problema.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Asigna valores a algunos dngulos sin que verifiquen las relaciones entre los
dngulos de un paralelogramo (por ejemplo, que los dngulos opuestos sean con-
gruentes o los consecutivos, suplementarios). Es posible que el alumno pueda
determinar las medidas de los demds dngulos usando de manera correcta las
relaciones entre dngulos determinados por paralelas, obteniendo resultados
coherentes con las medidas erréneas que asigno.

» Asigna medidas a dngulos, coherentes con los datos, pero no la cantidad mi-
nima. Luego, halla todos los demds dngulos de manera correcta usando las
propiedades adecuadas.

» Asigna la medida a un dngulo para hallar todos los demds de manera correcta,
aplicando las propiedades de los dngulos de un paralelogramo y los que deter-
minan rectas paralelas cortadas por una transversal.
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Teorema de Pitagoras

Situacion 1. Determinacion de medidas de lados de triangulos rectangulos

En el siguiente problema resulta necesario determinar las alturas de dos tridngulos
para poder comparar sus dreas.

Un tridngulo tiene dos lados de 5 cm de longitud y un lado de 6 cm. Otro
tridngulo tiene dos lados de 5 cm de longitud y un lado de 8 cm. ;Cudl de
los dos tiene mayor drea? Explicd cémo lo pensaste.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

» Afirma que el tridngulo que tiene el lado de 8 cm tiene mayor drea porque tiene
un lado que “mide mds” que en el otro tridngulo.

» Intenta calcular sus dreas determinando la altura de cada uno de manera
incorrecta. Por ejemplo, dibujando y midiendo.

» Dibuja los dos tridngulos e intenta compararlos apoyado en lo perceptivo. Por
ejemplo, considerando en ambos tridngulos el lado distinto como base e iden-
tificando que uno tiene la base “mds larga” mientras que el otro tiene mayor
altura. Es posible que también en este caso intente calcular el drea de manera
incorrecta midiendo el dibujo.

» Usa el teorema de Pitdgoras para hallar la altura de cada tridngulo y, luego, sus
dreas. Responde que las dreas son iguales.
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Situacion 2. Modelizacion de situaciones usando el teorema de Pitagoras

La figura que se presenta en este problema requiere ser descompuesta de modo que

se obtengan tridngulos rectingulos y asi poder utilizar el teorema de Pitdgoras.

En la siguiente figura, halld la medida del segmento BD.

D
10 cm
9 cm
F
3 cm
A L 1B Esta es una figura de andlisis,

no respeta las medidas del problema.

Para este problema se puede observar si el estudiante:

»

175

Intenta calcular la medida del segmento AB usando el teorema de Pitdgoras
con datos incorrectos, como 9 cm y 10 cm. Luego vuelve a aplicar el teorema
para calcular la medida del segmento BD.

Traza un segmento paralelo a AB que pase por el punto F, pero no logra deter-
minar la medida del otro cateto para aplicar el teorema de Pitdgoras.

Traza o no un segmento paralelo a AB que pase por el punto F, marcando un
punto E sobre AD (FE), y determina que la medida de DE es de 6 cm. Aplica
el teorema de Pitdgoras para hallar la medida de EE Luego no continda resol-
viendo. En este caso, el alumno no se da cuenta de que los segmentos EF y AB
tienen la misma medida.

Traza o no un segmento paralelo a AB que pase por el punto F, marcando un
punto E sobre AD (FE), y determina que la medida de DE es de 6 cm. Aplica
el teorema de Pitdgoras para hallar la medida de EE. Se da cuenta de que los
segmentos EF y AB tienen la misma medida y aplica nuevamente el teorema
de Pitdgoras para hallar la medida de BD.
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El uso de tecnologia en la ensenanza
y el aprendizaje de la geometria

Tal como se senald para el caso de la ensefianza y el aprendizaje de las funciones, la intro-
duccién de la tecnologia ha afectado tanto a la matemadtica académica como a la escolar.

En el caso de la geometria, existen programas de geometria dindmica con versiones que
funcionan en computadoras, tabletas y teléfonos celulares. Estos programas, como por
ejemplo GeoGebra, ofrecen entornos para trabajar a partir de conocimientos matemadticos
y permiten realizar construcciones basadas en propiedades geométricas. Si la figura no es
construida segln sus propiedades, no resistird el arrastre, deformandose. Las propiedades
y las relaciones que eran observables no se conservardn. Por ejemplo, si se construye un
cuadrado marcando sus vértices “a 0jo”, al aplicarle un arrastre desplazando uno de sus
vértices, dejard de serlo. Eso se debe a que no se tuvieron en cuenta sus propiedades para
construirlo.

En el campo de la geometria dindmica las propiedades geométricas de la figura pueden ser
leidas como las que se conservan a través de desplazamientos, por lo que las construccio-
nes pueden ser validadas segin si conservan las propiedades pedidas a través de arrastres.
Los desplazamientos o arrastres son herramientas caracteristicas del trabajo en la geome-
tria dindmica, que permiten saber si la construccién realizada fue hecha o no a partir de

las propiedades de las figuras.

Aunque no se desarrollard una progresién para el uso de tecnologfa, se mostrard a conti-
nuacién un ejemplo del uso que se podria dar en la escuela.
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Reproduci en GeoGebra la siguiente figura, donde el tridngulo AXY es equildte-
ro y ABCD es un cuadrado.!?

A B
X
Esta es una figura de andlisis,
no respeta las medidas del problema.
D Y C

Una primera aproximacién a la resolucién de este problema podria ser a través de estra-
tegias de cardcter perceptivo. Por ejemplo, se podria construir primero el cuadrado y los
puntos X e Y sobre sus lados, para luego desplazarlos de manera que, a la vista, formen un
tridngulo equildtero. Sin embargo, esta construccién tendria dos caracteristicas no desea-
das: por un lado, no soportaria el arrastre, ya que al mover alguno de los puntos la figura
se “deformaria” y el tridngulo dejaria de ser equildtero; por otro lado, no habria nada que
asegure que el tridngulo es equildtero, mds alld de la percepcién. La figura asi obtenida
serfa estdtica y no dindmica, es decir que posiblemente cumpliria con las condiciones del
problema para una posicién determinada de los puntos pero dejaria de cumplirlas al mo-
ver alguno de ellos.

Para obtener una construccién dindmica es necesario analizar las propiedades de la figura,
que son las que tienen que permanecer invariantes frente a desplazamientos. Las relaciones
en juego hacen que posiblemente no alcance con ensayos directamente sobre el programa, o
que no resulte simple decidir mientras se estd intentando hacer una construccién, por lo que
se requiere recurrir al ldpiz y papel. Una posibilidad de resolucién es trabajar sobre una figura
de andlisis para determinar las medidas de cada uno de los dngulos que forman la figura o
para analizar y comparar los tridngulos, por ejemplo, determinando cudles son congruentes.

A B
15 o)
| " 60° L
15°
P gy
45°
920° 7 &
45 WI_
D y\ C

12 Actividad tomada de Novembre, A.; Nicodemo, M. E y Coll, P. (2015). Matemdtica y TIC: Orientaciones para la
ensefianza. Disponible en: https://bit.ly/35KlqYv [consultado el 20/12/2019].
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El tridngulo AYX es equildtero, por lo que todos sus dngulos miden 60°. Los tridngulos
ADY y ABX son congruentes, ya que ambos son tridngulos rectingulos con dos pares de
lados congruentes: AD es congruente a AB y AY es congruente a AX. Por lo tanto, los
dngulos BAX y DAY tienen la misma medida, 15°, debido a que ambos tienen que sumar
90° junto con la medida del dngulo del tridngulo equildtero. Asi, el restante dngulo de cada
uno de esos tridngulos rectdngulos mide 75°. Para finalizar, el tridngulo (también rectin-
gulo) YCX posee dos dngulos de 45°, cada uno suplementario de los dngulos de 75° y 60°.

A partir de las relaciones anteriores se puede realizar una construccién que soporte el arras-
tre y sobre la que, a partir de las propiedades que se utilizan, se puede asegurar que estd
compuesta por un cuadrado y un tridngulo equildtero inscripto. Por ejemplo, construyen-
do primero el cuadrado y después dos semirrectas con origen en el vértice A que formen
un dngulo de 15° con los lados del cuadrado, como se muestra en la figura siguiente.

A B
15° ‘é
D y\ C

Se puede asegurar que el tridngulo que forman los vértices A, Y y X es equildtero ya que
sus tres dngulos miden 60°:

» El dngulo YAX mide 60° porque es complementario de los dos dngulos de 15°.

» Los tridngulos DAY y BAX son congruentes porque ambos poseen la misma medida
de sus dngulos y un lado de la misma medida (AB y AD).

» En consecuencia, los segmentos AY y AX son congruentes, por lo que el tridngulo
YAX es isésceles.

» Los dngulos congruentes del tridngulo isdsceles YAX miden 60° porque deben sumar
180° con el restante.

A , B
| 60°
15° X
60° M
60°
D y\ C
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El problema presentado favorece la retroalimentacién entre el uso de la tecnologia, el
andlisis en ldpiz y papel, y la validacién sobre la construccién realizada. No se trata sola-
mente de usar el programa, sino de poner en juego las propiedades de la figura, condicién
necesaria para que la construccién sea dindmica.
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El eje Estadistica y probabilidades es un campo productivo para que los alumnos se en-
frenten a situaciones en la cuales deban tomar decisiones y sacar conclusiones sobre hechos
extramatemdticos, a partir de un conjunto de valores observados. Para ello se propone un
trabajo en torno a dos cuestiones centrales: por un lado tareas vinculadas a la recoleccién,
representacién y cdlculo de datos numéricos, y por otro, la interpretacién y la toma de
decisiones a partir de esos datos. Cabe aclarar que si bien estas dos cuestiones se pueden
considerar por separado, es deseable que convivan y se retroalimenten en las tareas que se
les proponen a los alumnos.

Es importante destacar que los modos de trabajo propios de este eje se distinguen del
trabajo matemdtico que se despliega en otros ya que una de sus formas propias de razonar
es la inferencia estadistica, en contraposicién con un tipo de razonamiento determinista.

A diferencia de lo que ocurre en los otros ejes, en los ejemplos que se proponen en la grilla
muchas veces no se ofrece la respuesta que da el estudiante al problema, pues esta depende
de consideraciones que no estdn ni pueden estar presentes en los enunciados. Sin embar-
go, si se describen posibles resoluciones de los estudiantes que pueden servir de insumo al
docente para tomar decisiones respecto de la planificacién y gestién de la clase.

Para estas progresiones se han considerado dos subejes:

* Lectura, interpretacién y produccién de representaciones graficas
* Andlisis y descripcién de datos
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Lectura, interpretacion y produccion
de representaciones graficas

Los primeros graficos y cuadros que se proponen suponen una lectura “directa” de la
informacién, que no requiere mayor complejidad que la comprensién del sistema de
representacién. Estas primeras actividades invitan también a relacionar distintas repre-
sentaciones e identificar que se vinculan con el mismo conjunto de datos. Es a partir de
propuestas de este tipo que se avanza en el andlisis y la comparacién de distintas represen-
taciones con el objetivo de establecer la pertinencia del uso de cada una de ellas, segtin la
situacion planteada.

A su vez, se avanza desde la lectura e interpretacion hacia la produccién de distintos tipos
de representaciones y graficos. En un primer paso, se pone el énfasis en la confeccién de
los distintos tipos de gréficos y la utilizacién de los sistemas de representacién para, a
continuacién, proponer actividades en las que el alumno sea el responsable de elegir la
relacién que quiere ilustrar y el tipo de representacién pertinente para ello.

En las dltimas actividades la informacién que se debe considerar deja de ser la que se
encuentra “directamente” en la representacién, requiriendo que el estudiante interprete,
seleccione y opere con la informacién ofrecida de manera explicita con el objetivo de ob-
tener la que considere necesaria para resolver el problema.
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Lectura, interpretacion y produccion
de representaciones graficas

Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Lee e interpreta gréficos estadisticos usualmen-
te utilizados en medios de comunicacién.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
A continuacion se presenta un grafico
que representa la evolucién de la ven-
ta de yerba mate y café (en kg) en el
almacén Don Carlos.

Ventas almacén Don Carlos

140

120

100

80

60

40

20

M Yerba [ Café

a) ¢Es cierto que el grifico muestra las
ventas durante un afio?

b) Identificd cudl fue el mes en el que
se produjo la mayor venta de café y
cudl fue el mes en el que se produjo
la menor venta de yerba.

c) ¢Es cierto que en los primeros
meses del afio las ventas fueron
en aumento?
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= |ectura e interpretacion de graficos que aparecen en medios de comunicacion

= Comparacion y analisis de diferentes representaciones graficas, ventajas de unas sobre otras

Ciclo Basico

Produce grificos estadisticos usualmente utili- Produce gréficos tomando decisiones sobre la
zados en medios de comunicacién. conveniencia de la representacin a utilizar, se-
gun la situacién planteada.

Por ejemplo, resuelve problemas como este:
---------------------------------------------- Por ejemplo, a partir del siguiente problema:

A continuacién se presenta un cuadro | reoreoeeoseosseoiiioiioiooiiooioioiooo
de doble entrada con informacién so-
bre la venta de yerba mate y café (en

kg) en el almacén Don Carlos.

En la tabla se encuentran los datos co-
rrespondientes a la dltima eleccién a
presidente de la Asociacién de Fomento
Luz del Porvenir, en la cual es necesa-
rio obtener una cantidad superior a la

Encro 65 30 cuarta parte de los votos totales para
Febrero 72 25 ser electo.
Marzo 87 32
Pedro 15
Junio 127 60 Blanca 23
Julio 119 59 Norma 60
Agosto 123 62 Hugo 38
Septiembre 130 47 .
Octubre 102 32 Lty 55
Noviembre 90 27 Alba 29
Diciembre 92 29

Realizd un grifico que permita deci-
dir de manera directa si resulté elec-
to algtn candidato y, en caso afirmati-
vo, quién fue.

Armd un grafico de barras que permi-
ta representar los datos del cuadro.

; Mayo 125 55 E

El estudiante con-
fecciona un grifi-
co de torta y mani-
fiesta que este tipo
de gréfico permite
representar de ma-
nera directa la re- mPedo M Hugo
lacién entre cada = Blanca s

i = Norma Alba
una de las cantida-

des y el total.

Responde que Norma fue electa porque le
corresponde una zona mayor a la cuarta

parte del circulo. ‘
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Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Interpreta distintas representaciones de la mis-
ma situacién y establece relaciones entre ellas.

Por ejemplo, a partir del siguiente problema:
A continuacidn se presenta un cuadro
de doble entrada con informacién so-
bre la venta de yerba mate y café (en
kg) en el almacén Don Carlos.

El problema contintia en pdgina 186.

i Mes ‘ Yerba ‘ Café i
E Enero 65 30 E
; ‘ Febrero ‘ 72 ‘ 25 E
' Marzo 87 32 '
L Al 100 40
! Mayo 125 55 :
i ‘ Junio ‘ 127 ‘ 60 i
! Julio 119 59 |
L Ao | 13 @
' Septiembre 130 47 !
© Ocbe 102 32
E Noviembre 90 27 E
i ‘ Diciembre ‘ 92 ‘ 29 i
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Ciclo Basico

Interpreta distintas representaciones y decide so-
bre la pertinencia y/o conveniencia de recurrir a
cada una de ellas, dependiendo de la situacién
planteada.

Por ejemplo, a partir del siguiente problema:
Una manera de prever la ocurrencia de
lluvia es estudiando los cambios pro-
nunciados de la presién atmosférica que
varfa, generalmente, entre los 998 hPa
(hectopascales) y los 1028 hPa.

Los siguientes graficos representan la
presién atmosférica medida durante el
transcurso de una semana. Indicd cudl
de los dos serfa conveniente utilizar
para predecir futuras precipitaciones.

Presion atmosférica (hPa)

1028

1023

1018
1013
1008

1003

998
lunes martes  miércoles  jueves  viernes  sdbado  domingo

Presion atmosférica (hPa)
1000

800
600
400

200

lunes martes  miércoles  jueves viernes  sdbado  domingo

El alumno argumenta que en esta situacién
no es conveniente comenzar la escala en 0
porque no permite visualizar con claridad las
variaciones entre 998 y 1028. Si bien estas va-
riaciones son pequenas numéricamente, re-
sultan importantes para estudiar la situacion.

Produce informacién que no se presenta expli-

cita en las representaciones, lo que supone

=

terpretar y operar con los datos que si se en-

cuentran explicitos.

Por ejemplo, a partir del problema:

una empresa.

Director
Gerente
Jefe de seccién

Empleados de
la Seccién 1

Empleados de
la Seccién 2

Empleados de
la Seccién 3

1
2

La siguiente tabla contiene el deta-
lle de los sueldos de los empleados de

Car Cantidad de Sueldo
argo JUSTIED mensual ($)

40.000
27.000
22.000

15.000

17.000

16.000

a) ;Es cierto que el sueldo de los em-
pleados de seccidn representa mayor
dinero que el sueldo de los emplea-
dos que son jefes?

b) ;Cudl es el sueldo promedio de un
empleado de seccién?

c) Realizd un grifico que represente
la proporcién de los sueldos de los
empleados jefes y de los empleados
de seccién con respecto al total de
lo que abona la empresa en sueldos.

La fila continiia en pdgina 187.

Estadistica y probabilidades



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico

Contintia el problema de pdgina 184.

El grafico de barras representa la infor-
macidn de la tabla, pero le faltan las le-
yendas y algunas barras. Completalo
de manera que representen la misma
informacién.

i i
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El estudiante identifica que en la tabla la
mayor cantidad de kg de ventas en cada mes
corresponde a la yerba mate, razén por la
cual en el grifico las barras naranjas corres-
ponden a la yerba mate y las grises al café.

Para completar el gréfico obtiene la infor-
macién numérica de la tabla y dibuja la
barra con la altura correspondiente utili-
zando la escala indicada.
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Ciclo Basico

Continiia la fila de pdgina 185.

El estudiante interpreta que cada uno de
los datos que corresponden a los sueldos es-
t4 vinculado con lo que cobra un solo em-
pleado de ese tipo. Luego opera con esa in-
formacién, multiplicando la cantidad de
empleados por el sueldo y sumando esos to-
tales para determinar cudl de los dos tipos
de empleados recibe mds dinero en total.

Para responder al item ¢) podria confec-
cionar un gréfico circular, y calcular qué
porcentaje o razén del total representa el
monto pagado a cada tipo de empleado.

Estadistica y probabilidades






Analisis y descripcion de datos

Para el trabajo en este ¢je se proponen actividades en donde los alumnos son los encarga-
dos de recolectar informacién. A propésito de estas actividades se sugiere el trabajo sobre
las variables, las frecuencias y las medidas de tendencia central.

Luego de un primer paso en donde se propone el cdlculo de frecuencias y de la moda,
media y mediana de una muestra, se avanza hacia el anilisis sobre la recoleccién de in-
formacién, poniendo en cuestién la pertinencia de las variables y de su rango. Se avanza
también en la interpretacién de lo que representa cada una de las medidas de tendencia
central, dependiendo de la situacién que se esté estudiando, y segun cudl sea la mds perti-
nente para representar la muestra.

Se propone también un trabajo de anilisis sobre los alcances de los estudios estadisticos,

con actividades de reflexién en torno a cudles son las situaciones que son susceptibles de
ser abordadas mediante un estudio muestral y cudles no.

Estadistica y probabilidades m



Analisis y descripcion de datos

Transicion entre Ciclo Basico

Recolecta y organiza datos estadisticos en for-
ma de tabla, hallando la frecuencia absoluta de
cada valor de la variable, de manera que le per-
mita calcular las medidas de tendencia central.

Por ejemplo, para resolver el problema:
Les proponemos hacer una pequena
investigacién sobre la altura de los in-
tegrantes de su aula.

a) ;Cuil es la altura promedio?
b) ;Cudl es la altura que mis se repite?

c) ;Existe algin valor de altura que
divida a los alumnos en dos grupos
con la misma cantidad de integran-
tes, seglin si su altura es mayor o
menor que ese valor?

El estudiante recolecta todas las alturas de
sus companeros y calcula el promedio.

Para calcular la altura que mads se repite or-
dena los datos, posiblemente en una tabla,
que contenga todas las alturas observadas
y anota la cantidad de veces que se repi-
te cada una.

Para responder el item ¢) ordena todos los
valores de menor a mayor, lo que le permi-
te identificar si existe un valor de altura que
divide a la poblacién en dos grupos de indi-
viduos, de manera que cada uno contenga
la mitad de los casos.
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Recoleccion y organizacion de datos

Tablas de frecuencias

Variable, poblacién y muestra

Medidas de tendencia central: moda, media y mediana

Ciclo Basico

Define las variables a considerar y su rango a
partir de anticipar posibles resultados de un ex-
perimento aleatorio y teniendo en cuenta con-
clusiones de estudios estadisticos, con el objeti-
vo de elaborar y/o seleccionar instrumentos de
recoleccién de datos (tales como encuestas, en-
trevistas, etcétera).

Por ejemplo, para la situacién:

Les  proponemos
hacer una pequefa | ggad (en anos)
investigacién con el 5 \enos de 15

objetivo de estudiar O Entre 15y 20

los habitos alimen- B Entre20y 30
08 O Entre 30 y 40

tarios de sus pa- O Mis de 40
dres. Para recolectar | Ajeura (en metros)
la informacién les 5 yfenos de 1
proponemos el si- O Entrely2
guiente modelo de 0 Misde2

- encuesta. |

, Bebida
éSaE:arlan o agre- e
garfan alguna(s) O Té
pregunta(s)? ;Por O Leche

, O Jugo
qué?
Comida
;Cambiarian las O Galleticas
opciones de al- O Tostadas
O Cereales
>
gunas pfeguntas. —
¢Por qué? O Fiambre

El ejemplo contintia en pdgina 193.

Por ejemplo, en el siguiente problema:
Indicd, en cada caso, si para realizar el
estudio es necesario trabajar con toda
la poblacién o basta con una muestra.

a) Identificar el programa de televisién
mds visto entre las 21 y las 22 h.

b) Cuantificar las casas en las que se
corté la luz en la Ciudad de Buenos
Aires durante 2018.

El estudiante reconoce que para deter-
minar el programa de television mds vis-
to se puede estudiar una muestra, ya que
seleccionando la muestra de manera que
sea representativa del conjunto es posi-
ble suponer que el resto de la poblacién se
comportard de manera similar, obteniendo
una conclusién relativa y no absoluta: no
se determina cudntas personas lo ven, si-
no si hay una alta probabilidad de que sea
el mds visto.

En contraposicién, establece que el estu-
dio del item b) no se puede realizar a tra-
vés de una muestra porque el estudio in-
tenta relevar un valor absoluto y exacto.
Agrega que si se quisiera estimar la canti-
dad de casas que sufrieron cortes si se po-
dria trabajar sobre una muestra.

Estadistica y probabilidades

Distingue la pertinencia del uso de relevamien-
tos censales y muestrales en funcién de las ne-
cesidades del estudio que se pretende realizar.



Transicion entre
primaria y secundaria

Ciclo Basico
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Ciclo Basico

Continiia el ejemplo de pdgina 191.

El estudiante identifica que para algunas va-
riables la encuesta considera rangos imposi-
bles y para otras el rango no es pertinente:
por ejemplo, la edad de sus padres no pue-
de ser menor que 20 afos y el rango de altu-
ra entre 1 y 2 metros comprende a la mayo-
rfa de la poblacién, lo que imposibilita hacer
una diferenciacién que sea relevante para es-
tudiar su incidencia.

Con respecto al desayuno, encuentra que
algunas posibles respuestas no estdn entre
las opciones, lo que muestra que la encues-
ta confeccionada de esa manera no permi-
te la exhaustividad del registro de los datos.
Ademds identifica que las opciones no son
excluyentes: por ejemplo, el café y la leche.

Estadistica y probabilidades



primaria y secundaria

Transicion entre

195 Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Ciclo Basico

Utiliza las frecuencias de los valores de una va-
riable en una muestra y las medidas de tenden-
cia central para analizarla y elaborar conclusio-

nes sobre ella.

Por ejemplo, a partir del siguiente problema:
El siguiente cuadro de doble entrada
contiene el detalle de los sueldos de
los empleados de una empresa.

C Cantidad de Sueldo
arge personas mensual ($)

Director 1 40.000
Gerente 2 Lt
Jefe de seccién 3 22.000
Empleados de 12 15.000
Empleat.i’os de 10 17.000
la Seccién 2
Empleac.i?s de 8 16.000
la Seccién 3

Calculd la media, la mediana y la mo-
da de los sueldos que paga la empre-
sa. ;Qué representan estos valores con
respecto a los sueldos que cobran los
empleados?

E la Seccién 1

El estudiante obtiene los valores solicita-
dos: la media de $17.722,22, la mediana
de $16.000 y la moda de $15.000. Luego,
identifica que la moda representa el va-
lor de sueldo que mds empleados cobran
y que la media es el sueldo que deberia co-
brar cada empleado si todos cobraran lo
mismo. Por dltimo, relaciona la mediana
con el hecho de que a lo sumo la mitad
de los empleados cobra un sueldo menor o
igual que $16.000.

Por ejemplo, en el siguiente problema:

A continuacién se

presenta un lista- 1.22
© do de las alturas 1,27
de los chicos de un 2
i aula de 2° ano, de 1,27
! menor a mayor. 1,27
A esa edad se con- 1,3
. sidera alto a un 1,4
chico cuya altura 1,52
| estd por encima de 1,59
' 1,50 m. ' 5
: 1,59 !
:Se podria decir 1,6
! que este es un cur- :
1 so de chicos altos? L5
. ;Por qué? 1,67 :
1,68
1,68
i 1,72 g

En primera instancia el alumno calcula la
moda (1,27), la media (1,494) y la media-
na (1,59). Luego, descarta el valor de la
moda porque no es representativo de esta
muestra, ya que se encuentra ‘en un extre-
mo” de la lista.

Para tomar la decisién, compara los valo-
res de la media y la mediana identificando
qué representan de la muestra y argumen-
ta a favor y en contra de utilizar cada una.
La mediana indica que mds de la mitad del
curso mide mds que 1,50 m, por lo que se
podria decir que es un aula de chicos altos.
Pero por otro lado, los chicos que son ba-
jos son muy bajos, lo que hace que la me-
dia esté por debajo de 1,50 m.

Decide qué medida de tendencia central es la mds
adecuada para representar una muestra en una si-
tuacién planteada y la utiliza para resolverla.

Estadistica y probabilidades



Actividades para relevar los aprendizajes

Los ejemplos de problemas que se incluyen a continuacién podrian ser ttiles a la hora de
recabar informacién sobre el estado de conocimientos de los estudiantes en relacién con
el eje Estadistica y probabilidades.

Lectura, interpretacion y produccion de representaciones graficas

Situacion 1. Produccion, comparacion y analisis de diferentes representaciones
graficas; ventajas de unas sobre otras

A partir de esta actividad se intenta evaluar si el estudiante puede interpretar distin-
tos graficos, ponerlos en relacién e identificar la pertinencia y la conveniencia de su
utilizacién para representar una situacion.

La encargada de ventas de una empresa present6 a los vendedores el siguiente
gréfico y expuso que estaba preocupada porque hubo un mes en el que baja-
ron mucho las ventas.

Ventas

115000

110000 //-'\
105000 _/.\/ \ ,/./'\-
100000 \/

95000 =

Unidades

90000

85000 . . . . . . . . .
ene feb mar abr may jun jul ago sep oct nov dic
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En la reunién siguiente, los vendedores exhibieron estos gréficos para argu-
mentar que la situacién no era tan preocupante.

100000 N

80000

Unidades

40000

20000 50000

60000

Ventas Ventas

e _/-/I/\ S 350000

300000

250000

200000

Unidades

150000

100000

0
ene feb mar abr may jun jul ago sep oct nov

dic ene feb mar abr may jun jul ago sep oct nov dic

a) ;Es verdad que los tres graficos podrian representar los mismos datos?

b) A partir de los siguientes datos provenientes | Trimestre Ventas
de otra empresa, confecciond un grafico que

er M
te permita dar argumentos sobre que la va- I trimestre 100
.., . 2° trimestre 90
riacién fue pronunciada y otro que te per-
. . 3°T trimestre 98
mita argumentar lo contrario.
4° trimestre 100

(en miles de unidades)

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

»

Contesta que no podrian representar los mismos datos porque los graficos son
diferentes. En este caso, el alumno responde a partir de lo perceptual y sin ana-
lizar los valores y variables representadas.

Contesta que los dos graficos de lineas representan los mismos datos porque
compara los valores que representan los puntos, pero que el de barras no porque
los valores numéricos que muestra son distintos. No considera la posibilidad
de agrupar valores de la variable, lo que le permitirfa analizar si el grifico se
puede construir a partir de los mismos datos.

A partir de los gréficos de lineas estima cudntas unidades se vendieron en cada
trimestre y contesta que los tres graficos representan los mismos datos. No tie-
ne en cuenta que si bien el grafico de barras es coherente con los datos de los
gréficos de lineas, podria estar producido a partir de otro conjunto de datos.

A partir de los gréficos de lineas estima cudntas unidades se vendieron en cada
trimestre y contesta que, si bien el grifico de barras es coherente con los datos
de los graficos de lineas, no es posible saber si representan los mismos datos
porque los valores correspondientes a cada mes podrian ser distintos.

Para el {tem b) se puede observar si el estudiante:

»

Realiza dos gréficos de distinto tipo para que “se vean” distintos, pero no puede
utilizarlos para sostener las argumentaciones.

Estadistica y probabilidades



» Realiza dos graficos del mismo tipo, por ejemplo de barras, con distinta escala
en el eje de ordenadas, y los utiliza para sostener las argumentaciones.

Ventas Ventas
102 100
100
%8 80
L%
g 2 60
g o g
7 S
40
90
88 2
86
84 . 0 L I
1% trimestre 20 trimestre 3¢ trimestre 49 trimestre 1¢ trimestre 2° trimestre 3¢ trimestre 4° trimestre

» Realiza dos grificos con los datos agrupados de distinta manera y los utiliza
para sostener las argumentaciones. Por ejemplo, en lugar de considerar las ven-
tas por trimestre, las considera mensuales, inventando valores coherentes con
la informacién brindada. Si bien esta estrategia da cuenta de los conocimien-
tos del estudiante con respecto a cémo modifica la percepcién de la variacién
un reagrupamiento de los datos, no es legitimo inventar valores aunque sean
coherentes con el resto de la informacién.

» Realiza dos gréficos de distinto tipo y los utiliza para sostener las argumenta-
ciones. Por ejemplo, realiza uno de barras y otro circular, este dltimo en donde
se aprecie que la proporcién de las ventas respecto del total es similar todos los

trimestres.
Ventas Ventas

102

100

98
] . R,
S 92 .35'trimestre

9 4° trimestre

88

86

& 1¢ trimestre 2° trimestre 3 trimestre ‘ 4° trimestre
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Analisis y descripcion de datos

Situacion 1. Organizacion de datos, tablas de frecuencias y medidas de tendencia central

A partir de esta situacién se intenta evaluar si el estudiante organiza la informacién
de manera adecuada (por ejemplo, si utiliza una tabla de frecuencias) y si recurre a
medidas de tendencia central para analizar la muestra. Se propone evaluar también
su posibilidad de analizar la pertinencia de los rangos de las variables segtin lo que
se quiere estudiar.

Durante un dia de entrenamiento se midieron las longitudes de todos los
tiros que realiz6 un lanzador de jabalina y se obtuvieron los siguientes datos
(expresados en metros): 49; 52; 58; 60; 30; 59; 63; 64; 42; 51; 57; 50; 57;
49; 58; 59; 43.

a) ;Cudl fue la longitud media de los lanzamientos de ese dia?

b)La marca para poder competir en un torneo es de 55 metros. ;Es posible
afirmar que durante ese entrenamiento la mayoria de los lanzamientos que
realizé le permitirfan clasificar al torneo? ;Por qué?

c) ;Cudl de estos gréficos utilizarfas para representar las longitudes de los lan-
zamientos y responder la pregunta b)?

Lanzamientos Lanzamientos

O Nv WA O DN ®©O D

Cantidad de lanzamientos
Cantidad de lanzamientos

= E E =

30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65 30-40 40-50 50-60 60-70
Longitud del lanzamiento (en m) Longitud del lanzamiento (en m)

I N N R

Lanzamientos Lanzamientos
70 65
m m n "
€ 60 | L] B E 60 = L] L]
H . .t " 5 . = = "
S 50 = ] o =%
E 4 = g 50 = = - =
&30 = & 45 =
3 3 =
S 2 S 40
210 235
0 S S S S S R 30 S S S S S S S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Nimero de lanzamiento Nimero de lanzamiento

Para el item a) se puede observar si el estudiante:

» Realiza una estimacion “a 0jo” a partir del listado de datos.

Estadistica y probabilidades m
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»

Halla la moda de la distribucién, que en este caso no es un buen indicador del
valor medio porque solo tiene en cuenta el valor que mis se repite.

Organiza los datos de manera ordenada (de menor a mayor o de mayor a me-
nor) y ubica un valor que divide la muestra en dos partes de manera que cada
una no supere la mitad del total (calcula la mediana). Sin embargo, en este caso
la mediana tampoco es un buen representante del valor medio de la distribu-
cién porque no tiene en cuenta los valores extremos.

Calcula el promedio de los valores, identificando el término “media” de una
muestra con el promedio de sus valores.

Para el item b) se puede observar si el estudiante:

»

Cuenta la cantidad de lanzamientos que igualaron o superaron los 55 metros,
pero obtiene un resultado erréneo que proviene de no haber organizado la
informacion.

Cuenta la cantidad de lanzamientos que igualaron o superaron los 55 metros y
contesta que si porque son mds de la mitad.

Contesta que no porque el promedio de las longitudes de los lanzamientos (la
media de la muestra es 53) estd por debajo de la marca requerida.

Contesta que si porque al calcular la mediana (57) logra determinar que menos
de la mitad de los lanzamientos estuvo por debajo de los 57 metros, lo que
garantiza que la mayoria estuvo por encima de los 56 metros.

Para el item c) se puede observar si el estudiante:

»

Contesta que usarfa cualquier grifico porque todos representan la misma
informacion.

Contesta que no utilizarfa el histograma que agrupa los lanzamientos cada 10
metros porque no diferencia los mayores que 55 metros, reconociendo que esta
diferenciacién es importante en la situacién planteada.

Contesta que no utilizarfa el tercero de los grificos porque hay una zona “des-
perdiciada”, ya que los lanzamientos nunca fueron por debajo de los 30 metros,
y no estd marcado el nimero 55 en el eje vertical. Puede advertir, en cambio,
que en el cuarto gréfico se percibe mejor la diferencia de las longitudes de los
lanzamientos y cudles fueron mayores a 55 metros.
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Introduccion

En este apartado se presentan situaciones de ensefianza acompafadas de un andlisis mate-
matico y diddctico focalizado en las intervenciones docentes que puedan resultar fértiles
para lograr aprendizajes en los estudiantes. Estas situaciones no constituyen una secuencia
de actividades, sino que son ejemplos de algunos problemas que se pueden trabajar en
clase. Ciertamente, pueden formar parte de una secuencia que serfa necesario construir a
partir de ellos, sumando otras situaciones que los enriquezcan, completen y diversifiquen,
teniendo en cuenta que cada situacién, cada grupo de alumnos y cada institucién son
particulares.

Para los fines de este documento se han seleccionado problemas, que, en su mayoria,
responden al propésito de introducir a los estudiantes en un tipo de situacién que los
desafiard a construir nuevos conocimientos. Por consiguiente, estdn previstos como uno
de los primeros acercamientos al objeto matemadtico que se intenta que aprendan. Claro
estd que el aprendizaje no se da como consecuencia de resolver solamente uno o dos pro-
blemas referidos a un concepto. Es necesaria una interaccién sostenida del alumno con
distintos problemas que requieran de ese objeto, asi como instancias de trabajo individual
donde reinvertir los conocimientos, sistematizaciones, momentos de estudio individuales
y colectivos, etc. Ubicar los conocimientos en la perspectiva de un proceso es central para
organizar la tarea de ensefianza. Por estas razones, los problemas presentados junto con
instancias de trabajo posterior no agotan la cantidad ni el tipo de trabajo que es necesario
que se despliegue en las aulas.

Como parte de la propuesta didictica se presenta la organizacién de la clase prevista para
p g p p
la resolucién de cada problema. Las distintas modalidades —individual, en parejas, en
parej
pequenos grupos, trabajo colectivo— dependen del trabajo matemdtico que propone cada
problema, de los conocimientos que moviliza y de las interacciones que el docente plani-
fica promover.

En algunos casos se propone un trabajo individual para que el alumno intente resolver a
partir de sus conocimientos disponibles. Las resoluciones o relaciones que un estudiante
elabore a partir del trabajo con el problema serdn un insumo para el debate con otros. De
esa forma, cada uno llega al grupo con algunas hipétesis que puede poner a consideracién
de los demis.
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Otros tipos de situaciones que generalmente demandan un trabajo individual son los de
reinversion, es decir aquellos que requieren de conocimientos ya trabajados y con los que
se busca que el estudiante logre una mayor familiarizacién. Estos pueden ser propuestos
para trabajar en la escuela o como tarea.

Cuando los problemas son mds complejos y, por lo tanto, se espera que su resolucién
requiera del intercambio con otro, se sugiere trabajarlos en parejas o pequefnos grupos.
Se crea asi un espacio para que los estudiantes expliciten sus conocimientos y compartan
estrategias.

Las instancias colectivas tienen diferentes propésitos. En algunos casos se proponen como
un momento para socializar ciertos conocimientos, estrategias o recordar definiciones o
propiedades necesarias para resolver un problema en particular. Las estrategias que el
profesor elige socializar son aquellas que mejor se adaptan al propésito de la clase y a
lo préximo por aprender. Como espacio de trabajo, estas instancias no consisten en un
momento de correccién donde todos los alumnos cuentan cémo pensaron y resolvieron
una situacién, sino que se trata de promover un intercambio que permita focalizar en
aquellas estrategias y/o resoluciones que se quiere destacar y retener, segtin el proyecto de
ensenanza.

En otras ocasiones, se plantean problemas para resolver de manera colectiva. En general,
estas situaciones proponen reutilizar conocimientos previamente construidos, promueven
nuevas reflexiones y relaciones, ayudan a sistematizar propiedades y relaciones trabajadas,
etc. La planificacién de estas instancias debe ser cuidadosa para que convoque a todos
los alumnos y no se transforme en un intercambio con unos pocos. En funcién de su
estado de conocimiento, algunos podrdn aportar mds a la discusién, otros planteardn
preguntas o dudas, el profesor podrd difundir aquellas estrategias que considera deben ser
retenidas, mientras que algunos estudiantes podrdn adoptar procedimientos de resolu-
cién propuestos por otros. El intercambio colectivo también es un espacio propicio para
analizar estrategias vinculadas a concepciones erréneas habituales de los estudiantes. La
explicitacién de los errores y el andlisis que aporte a comprender por qué no resulta una
resolucién correcta permite delimitar el campo de validez de un conocimiento, asi como
las estrategias mds adaptadas para resolver problemas que requieren de él.

La ensefianza de la matemdtica exige al docente la gestién colectiva de la clase, pero tam-
bién organizar el estudio de los alumnos de manera que, progresiva e individualmente,
puedan asumir cada vez mayores responsabilidades en cuanto a su desempefio como es-
tudiantes. De tal modo, ensefiar a estudiar matemadtica es una tarea transversal a todos los
contenidos de la asignatura, que supone la definicién de momentos para la exploracién de
situaciones y formulacién de hipétesis, su puesta a prueba en el grupo y la comparacién
con estrategias de resolucién alternativas, el andlisis de diferentes tipos de errores y tam-
bién aquellos espacios destinados a la generalizacién e institucionalizacién de los saberes,
asi como el trabajo individual destinado a la reinversién de los conocimientos alcanzados
en nuevos contextos. En funcién de esto, es fundamental planificar el desarrollo de las
diversas instancias para organizar las tareas del aprendizaje, permitiendo a cada estudiante
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profundizar o detenerse en cada una de ellas segin vaya siendo necesario. A lo largo de
este apartado se proponen ejemplos de intervenciones destinadas a gestionar los espacios
colectivos de trabajo, previendo el carcter heterogéneo de los conocimientos alcanzados
por los estudiantes, y atendiendo, a la vez, a la importancia que revisten para el logro de
los aprendizajes propuestos.

Contenidos y aspectos de la enseianza trabajados en este apartado

Numeros y dlgebra
Informacién que porta un cdlculo o una expresiéon
» Leer informacién que porta un cilculo o una expresién
> Transformar una expresién para que se puedan leer relaciones e informacién
» Producir una expresién o una férmula para expresar relaciones e informacién
Célculos y operaciones en los conjuntos de los Nimeros Naturales, Enteros y Racionales
» En el conjunto de los Numeros Enteros
» En el conjunto de los Numeros Racionales
Funciones y dlgebra
Aproximacién a las funciones a través de graficos cartesianos
» Andlisis de la variacién de una variable en funcién de otra variable
> Relacién entre una tabla de valores, el gréfico cartesiano y una situacion
Funcién lineal y ecuacién de la recta
» Férmulas para describir procesos de variacién uniforme
» Gréficos de funciones lineales y ecuacién de la recta
Ecuaciones e inecuaciones
> Resolucidn algebraica de ecuaciones
» Resolucidén algebraica y gréfica de problemas que se modelizan con ecuaciones o
inecuaciones lineales con una variable
Geometria y medida
Estudio de tridngulos
» Construccién y congruencia de tridngulos
» Semejanza de tridngulos
Estudio de cuadrildteros
»  Construccién de cuadrildteros
» Congruencia de cuadrildteros
> Angulos entre paralelas
Areas de tridngulos y cuadrildteros
» Comparacién de dreas de tridngulos y cuadrildteros
» Construccién de figuras a partir de condiciones sobre su drea
» Estudio de la variacién de dreas de figuras en funcién de la variacién de alguna de
sus medidas
Estadistica y probabilidades
Lectura, interpretacién y produccién de representaciones graficas
Andlisis y descripcién de datos
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Numeros y algebra

Informacion que porta un calculo o una expresion

La transicién entre la aritmética y el dlgebra constituye uno de los contenidos centrales de
la escuela secundaria. Como ya se ha mencionado, las practicas algebraicas comienzan a
desarrollarse desde el segundo ciclo de la escuela primaria y contintian durante todo el nivel
medio.

Para poder monitorear la evolucién de estos aprendizajes de los estudiantes es posible par-
tir del trabajo con la divisibilidad, dando lugar al andlisis de la informacién que porta la
estructura de un cdlculo para decidir si es divisible por ciertos ntimeros enteros, la determi-
naci6n del resto sin recurrir a la resolucién de cuentas, la transformacién de calculos para
potenciar la lectura de la informacién que es posible obtener de ellos, asi como avanzar en
la produccién de férmulas para contar. Como podrd notarse, se trata de relevar aprendizajes
correspondientes a contenidos que estdn especificados para el Ciclo Basico de la escuela se-
cundaria en el Disefo Curricular.

Teniendo en cuenta que estas pricticas toman como punto de apoyo las pricticas aritméticas
pero al mismo tiempo implican una ruptura con ellas, resulta imprescindible que las pro-
puestas de ensefianza tomen a su cargo la transicién. Es en este sentido que, por ejemplo, los
problemas ligados a la lectura de la informacién que porta un célculo resultan propicios para
que los alumnos transiten estas rupturas y continuidades. Por ejemplo, para que los alumnos
decidan si el resultado del producto 21 - 77 es multiplo de 3, no se espera que realicen el
célculo y luego dividan el resultado por 3 para saber si tiene resto 0. Si bien se trata de una
resolucion correcta que vive en el campo de la aritmética, desde una préctica algebraica se
pretende que los estudiantes descompongan el producto de manera que aparezca un 3 en la
factorizacién (3 - 7 - 77) y que, a partir de alli, puedan “leer” que el resultado es multiplo de 3.
No se trata entonces de resolver el cdlculo, sino de transformarlo en uno equivalente que
permita leer cierta informacién que porta. Aun cuando estas situaciones se basan muchas
veces en el andlisis de cdlculos numéricos, el tipo de trabajo que se propone hacer estd mds
vinculado al dlgebra que a la aritmética.
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Intervenciones de ensenanza

A continuacién se proponen diversos problemas acompafados de posibles resoluciones con
el objetivo de ofrecer intervenciones de ensefanza que puedan promover una evolucién en
los aprendizajes de los estudiantes.

Para organizar la presentacion, las situaciones se han clasificado segtin su resolucién suponga
leer informacion que porta un cdlculo o una expresion, transformar una expresion para que se
pueda leer informacion o producir una expresion o una formula para expresar informacion. Sin
embargo, cabe aclarar que estas tres acciones no son excluyentes en la practica algebraica sino
que, muchas veces, operan de manera conjunta, incidiendo una sobre la otra.

Leer informacion que porta un calculo o una expresion

Se espera que cada estudiante sea capaz de determinar:
* Si el resultado de un célculo es multiplo de un nimero cuando ese ndmero y/o un
multiplo de él se encuentran escritos explicitamente en el cdlculo.
* Cudl es el resto de dividir el resultado de un cdlculo por un nimero cuando el divisor
y/o un multiplo de este se encuentran escritos explicitamente en el cdlculo.

Problema
Sin hacer cuentas de dividir, indica:
a)si3-14-17 es maltiplo de 3;
b) si3-14 - 17 es maltiplo de 7;
c)si3-14-17 +7 es multiplo de 7;
d) cudl es el resto de dividira 3-14-17 + 8 por 7.

Explicé coémo pensaste cada {tem.

Uno de los propésitos de esta actividad es que los alumnos comiencen a leer informacién
que porta un célculo en términos de multiplos o restos de una divisién entera. La res-
triccién de no poder resolver las cuentas lleva a que sea necesario desarrollar estrategias
diferentes de las aritméticas.

Un escenario posible de trabajo puede consistir en proponer a los estudiantes que re-
suelvan en parejas la parte a), para luego plantear un espacio de discusién colectiva. El
propésito de plantear una puesta en comdn antes de que terminen de resolver los cuatro
ftems consiste en recordar la nocién de multiplo, socializar estrategias de resolucién para
que sean compartidas por la clase y analizar por qué se pide que no resuelvan cdlculos.
Para aquellos que presentan mds dificultades, esta instancia puede permitirles adoptar una
estrategia de otro estudiante y reutilizarla en los apartados siguientes del problema o en
otras situaciones semejantes a esta.
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Durante la etapa de exploracién y resolucién es importante que el profesor recorra los
grupos para detectar cudles son los estudiantes que no logran encontrar una estrategia de
resolucién que no apele a resolver el cilculo. Una intervencién posible consiste en ayu-
darlos a caracterizar a los multiplos de 3 como aquellos nimeros que pueden expresarse
como el producto entre 3 y un nimero entero. En caso de ser necesario, puede proponer
analizar si el resultado de 3 - 14 es multiplo de 3.

En cuanto a la nocién de multiplo, una posibilidad es darle sentido a partir de retomar la
relacién entre la multiplicacién y la divisién. Por ejemplo, al preguntar qué informacién
es posible obtener a partir del cilculo 3 - 10 = 30 se podrd plantear afirmaciones como las
siguientes:

* 30 estd en la tabla del 3 porque puede escribirse como el producto entre 3 y 10.
* 30 estd en la tabla del 10 porque puede escribirse como el producto entre 10 y 3.
* 3 entra 10 veces en 30, porque son necesarios diez 3 para obtener 30.

* 30 es divisible por 3.

* El resto de la divisién entre 30 y 3 es 0.

* 10 entra 3 veces en 30, porque son necesarios tres 10 para obtener 30.

* 30 es divisible por 10.

* El resto de la divisién entre 30 y 10 es 0.

* 30 es maltiplo de 3.

* 30 es maltiplo de 10.

Asi, un producto comienza a dar mds informacién que la de un célculo y su resultado.
En cuanto a las estrategias de resolucién, interesa retener la que afirma que 3 - 14 - 17 es
multiplo de 3 porque es el producto entre 3 y un ndmero entero, 14 - 17. Se trata de una
forma de resolucién que no requiere saber cudl es el producto ni hacer divisiones para
asegurarse de que el resto sea cero.

El listado de afirmaciones puede quedar en el pizarrén o en un cartel para que los estu-
diantes lo consulten mientras resuelven.

Luego de la puesta en comdn, los estudiantes pueden resolver la parte b) del problema en
parejas. Es esperable que haya alumnos que respondan que 3 - 14 - 17 no es multiplo de 7
porque ese nimero no es uno de los factores. Otros podrdn afirmar que es multiplo de
7 porque hay un 14, aunque es posible que no puedan validar por qué es asi.

En la puesta en comin resulta importante mostrar que la descomposicién en factores del
14 es necesaria'® para poder argumentar que el producto es multiplo de 7:

Como3-14-17=14-3-17=7-2-3-17, entonces el producto es multiplo de 7 debido

a que 7 es uno de sus factores.

13 La necesidad de mostrar explicitamente el factor 7 depende de cudl haya sido el recorrido de la clase. Si ya se trabajé
que si uno de los factores es multiplo de 7, entonces el producto también lo es, entonces no resulta necesario hacerlo.
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A partir de la conclusién anterior es posible generalizar la propiedad para enunciar que:

Si en un producto uno de los factores es multiplo de 7, entonces el resultado tam-
bién lo ser4.

Esta propiedad es verdadera porque si un factor es multiplo de 7 entonces puede descom-
ponerse como el producto entre 7 y un niimero entero, por lo que 7 serd un factor.

Cabe aclarar que la estrategia de descomposicién supone una ruptura con las pricticas
aritméticas, ya que en un sentido invierte la légica de resolucién. En una resolucién
aritmética las expresiones se “achican” en cada paso. Por el contrario, la estrategia de des-
composicion supone “agrandar” la expresién para poder resolver.

El item c) agrega una nueva dificultad, pues se trata ahora de analizar si un cdlculo de dos
términos es o no multiplo de un niimero.

Se puede solicitar a los estudiantes que resuelvan este {tem en parejas para luego poner en
comun las estrategias. Es esperable que los alumnos puedan reutilizar los procedimientos
que se socializaron en las instancias colectivas anteriores.

Una forma de resolucién posible consiste en utilizar lo que se sabe a partir del item b), que
es que 3 - 14 - 17 es multiplo de 7. Al sumarle 7 se obtiene el siguiente multiplo de 7, es
decir que 3 - 14 - 17 + 7 es multiplo de 7.

Para quienes sepan sacar factor comun, podrdn expresar el calculo como el producto entre
7 y un niimero entero:

3.14-17+7=7-3-2-17+1)

Es probable que algunos estudiantes respondan que se trata de un multiplo de 7 pero no
p que alg p q p p
por razones correctas. Por ejemplo, podrian afirmar que se debe a que hay un 7 en cada

término (el del 17 y el del 7).

En el trabajo colectivo resulta importante, entonces, que se dejen registradas al menos las
dos estrategias correctas y una incorrecta, explicando por qué lo son.

Una generalizacién para tratar en este momento es que la suma o la diferencia de maltiplos
de 7 es mdultiplo de 7, y que también es vdlida para cualquier otro niimero natural. Las
estrategias de resolucién discutidas a propésito del item ¢) pueden servir como esbozo de
justificacion.

En el caso del item d) se agrega una nueva tarea, la de analizar el resto de dividir al re-

sultado de un célculo por un niimero. Para la resolucién de este problema se les puede
proponer a las parejas que intenten resolverlo en un tiempo corto.
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El propésito de la tarea consiste en reconocer que el resto que resulta de dividir al resultado
de un cdlculo por 7 es la cantidad de unidades que ese niimero se pasa del mayor multiplo
de 7 menor o igual que él. Se trata de una nocién de resto que puede ser trabajada desde
la recta numérica, un soporte importante a la hora de resolver este tipo de problema.

En este caso, el primer término de la suma es un multiplo de 7, tal como fue analizado en
el item b). También se sabe que 3 - 14 - 17 + 7 es mdltiplo de 7. Luego, a partir de la trans-
formacién3-14-17+8=3-14-17 + 7 + 1 puede leerse que el cdlculo estd compuesto por
la suma entre un multiplo de 7 (la suma de los dos primeros términos) y 1 —menor que 7—,
lo cual implica que el resto de la divisién por 7 es 1.

Como cierre de la actividad, se podrian sistematizar y generalizar las relaciones y estrate-
gias de resolucién puestas en juego en estos problemas para ser registradas en las carpetas.

Resulta necesario hacer una aclaracién con respecto al nivel de generalidad de las conclu-
siones que se proponen, ya que estdn estrechamente vinculadas a los tipos de problemas
propuestos. Por ejemplo, en los dos tltimos ftems resulta una estrategia exitosa determi-
nar en un primer momento si uno de los términos es maltiplo de un ndmero, para luego
pasar a analizar el término restante.

De la expresién a - b = ¢, donde 4, by ¢ son nimeros enteros, se puede concluir que
¢ es multiplo de 2 y de .
También, si 2 y & son distintos de 0, se puede afirmar que 2 y & son divisores de .
Ejemplos:
* Como 15 -7 =105, 105 es multiplo de 15 y de 7. Ademds, 5 y 7 son divisores
de 105.
e El resultado de 15 - 6 es multiplo de 15 y de 6.

En cdlculos que tengan dos términos

Para determinar si el resultado de un célculo es multiplo de un ntimero o para
calcular el resto de dividir al resultado de ese clculo por un niimero, puede ser con-
veniente analizar cada término por separado.

Ejemplos:

* El resultado de 13 - 9 + 9 es multiplo de 9 porque tanto 13 - 9 como 9 lo son.
También se puede decir que como 13 - 9 es mdltiplo de 9, al sumarle 9 se ob-
tiene el préximo miltiplo de 9. Otra opcidn es transformar el cdlculo de modo
que quede escrito como el producto entre 9 y un niimero entero, por ejemplo
13-949=9.(13+1)=9 . 14.

* El resto de dividir el resultado de 13 - 9 + 10 por 9 es 1 porque 13 - 9 es mul-
tiplo de 9 y al sumarle 10 se pasa 1 del préximo multiplo de 9. Al transformar
la escritura del cdlculo como 13 -9 + 10 =13 -9 + 9 + 1 puede leerse que el
resultado es un ndmero que se pasa 1 unidad de un mdaltiplo de 9 (los dos pri-

meros términos), por lo que el resto de la divisién por 9 es 1.
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Resulta importante recordar la necesidad de plantear nuevas situaciones para su resolu-
cién posterior e individual. La sistematizacién grupal no resulta suficiente para que esas
conclusiones queden efectivamente disponibles para todos los estudiantes. Se trata, mds
bien, de una instancia en la que el docente dirige la mirada de los alumnos hacia aquello
que es importante retener. Para que un conjunto de conocimientos esté disponible para
un alumno hacen falta varias instancias de contacto con el contenido a aprender, en las
que el estudiante explora y prueba nuevamente las estrategias o practicas trabajadas hasta
tanto pasan a ser parte de su propio bagaje.

En los siguientes problemas se presentan situaciones en las que interviene una variable.
Ya no se trata de leer informacién que porta un célculo con un resultado particular, que
habilita una resolucién aritmética, sino que la presencia de una variable hace que necesa-
riamente avance el tipo de resolucién. Aun en el caso en que los alumnos decidan sustituir
el valor de la variable por algunos valores, se trata de una estrategia que implica reconocer
que una variable puede tomar diferentes valores.

Problemas
En los siguientes problemas, 7 y m representan nimeros enteros.

1. Indicd si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas para cualquier valor
de 7. Fundamentd tu respuesta.

a) 157+ 3 es multiplo de 3.

b) 3 -7+ 10 tiene resto 1 al dividirlo por 3.

2. Determind todos los valores de 72 para los cuales 5 - 72 + 3 es un ndmero impar.
Explicd cémo lo pensaste.

En pequefios grupos, se puede sugerir a los estudiantes que resuelvan la parte a). Si la clase
no ha tenido otras experiencias de trabajo con variables, resultard importante observar si
logran iniciar una exploracién o si resulta necesario pensar en conjunto acerca de las letras.
En una primera instancia alcanza con que los estudiantes comprendan que la letra repre-
senta un numero entero cualquiera, es decir que puede tomar diferentes valores.

Luego de un tiempo de exploracién es posible proponer un espacio de discusién colectiva.
En caso de que algunos grupos no logren avanzar, el docente podra sugerirles que reem-
placen a la variable por distintos valores para estudiar casos particulares, luego intentar
generalizar qué sucede para todos los valores que representa la variable y, por dltimo, en-
sayar alguin tipo de validacién.
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En cuanto a la sustitucién por valores, es posible diferenciar al menos dos tipos. En un
caso, el alumno sustituye por niimeros aleatorios, lo cual muchas veces dificulta compren-
der cierta generalidad. Por ejemplo, al sustituir a 7 por 28, 47 y 108, se obtiene:

n ‘ 157+ 3 ‘ :Es multiplo de 32
28 423 Si

47 708 Si
108 1623 Si

Muchos estudiantes generalizardn a partir de estos tres casos que 157 + 3 es siempre mul-
tiplo de 3, pero la exploracién que realizaron no les da ningtin indicio para saber por qué
sucede eso ni si es verdad para todos los valores de 7.

Si, en cambio, se realiza una exploracién controlada, por ejemplo asignando valores con-
secutivos a 7, a veces se podrd obtener mds informacién. En el caso de los estudiantes que
solo prueben con valores aleatorios, es el docente quien puede sugerir que ensayen con
valores consecutivos. Por ejemplo:

n ‘ 157+ 3 ‘ :Es multiplo de 32
28 423 Si
29 438 Si
30 453 Si

Si el alumno analiza los valores que obtiene para 157 + 3, probablemente determine que
aumentan de a 15 unidades por cada una que aumenta 7. A partir de esta relacién y com-
binando el andlisis con el clculo propuesto, serd posible vincular el aumento de 15 en 15
con el factor que multiplica a 7. El profesor puede ofrecer escrituras que expliciten estas
relaciones. Por ejemplo:

n ‘ 152 + 3

28 15-28+3

29 15-29+3=15-28+15+3=15-28+3 + 15
30 15-30+3=15-29+15+3=15-28+3 + 15+ 15

Esta dltima intervencidén permite traccionar hacia la escritura y lectura de informacién
que porta un cdlculo, que en este caso consiste en interpretar que cuando 7 es 28 se obtie-
ne un multiplo de 3 —es la suma de dos multiplos de 3—y los valores sucesivos se obtienen
sumando 15, que también es un multiplo de 3. Si bien el andlisis estd hecho para un
valor particular de 7, es vélido para cualquier otro. Se trata de un buen inicio hacia una
validacién.

Si no surgiera el andlisis de la expresién por parte de los estudiantes, el docente puede
g por p p
proponerlo, asegurdndose de que quede registrado en el pizarrén y en las carpetas:
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Si 7 representa un ndmero entero, 157 representa un maltiplo de 15 y, por lo tanto
de 3:
152=3-5-n

Entonces, 15 - 7 + 3 es la suma de dos multiplos de 3, por lo que serd mdltiplo de 3.

Parte de la reflexién durante el espacio colectivo puede apuntar a pensar acerca del tipo de
explicacién que involucran estos problemas. No aporta mucho al desarrollo de los conoci-
mientos contestar por si o no, sino que el compromiso cognitivo es mucho mayor al tener
que dar explicaciones sobre los modos de resolucién adoptados. Este tipo de intervencio-
nes abona a construir un tipo de prictica de la que la validacién forma parte esencial.

Al finalizar la puesta en comtn de la parte a), los estudiantes podrdn continuar con la
resolucién en parejas de la parte b) del problema. Se espera que puedan reinvertir el
trabajo realizado a propésito de la parte a). Entre las estrategias que probablemente des-
plieguen estd el ensayo con valores —controlado o no—, y la transformacién y la lectura de
la expresién.

El docente podrd intervenir con aquellas parejas que hagan ensayos de valores aleatorios y
solicitarles que intenten explicar por qué la relacién que encuentran podria ser valida para
cualquier otro valor de la variable. Si los ensayos son controlados, también es importante
que intenten algin tipo de validacién que les permita explicar la validez general de su
afirmacién.

Como parte de la puesta en comun se espera que se discuta y registre un razonamiento
similar al siguiente:

Dada la expresién 3 - 7 + 10, para analizar qué resto tiene al dividirla por 3 es
necesario saber cudntas unidades se pasa de un mdltiplo de 3. Para ello, es posible
transformar la escritura: 3- 72+ 10=3-7+9 + 1. Como 3 - 7y 9 son multiplos de 3,
tambiénloes3 -7+ 9, entonces3 -7+ 10=3 -7+ 9 + 1 tiene resto 1 al dividirlo

por 3.

El problema 2 propone una tarea un tanto diferente, que consiste en analizar la paridad
de una expresion. En este caso no necesariamente se trata de analizar si la expresion puede
transformarse de modo que quede escrita como un multiplo de 2 mds 1, sino que los es-
tudiantes pueden apelar a otras propiedades que vinculan a los nimeros pares e impares.
Entre ellas estdn las siguientes:

* la suma de dos niimeros pares o dos impares es par;

* ¢l producto de un par y un impar es par;
* ¢l producto de dos impares es impar.
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Mientras los alumnos trabajan en pequenos grupos y el docente recorre el aula, es im-
portante que esté atento al tipo de resolucién que propongan. Si se basan en sustituir a
la variable por distintos valores, puede preguntarles si se animan a hacerlo de otra forma.
Luego de unos minutos de exploracidn, el profesor podrd proponer una puesta en coman.

Se espera que algunos alumnos afirmen que la expresién siempre es impar porque los
nimeros que contiene son impares, otros generalizardn a partir de casos particulares,
mientras que algunos intentardn analizar la expresién leyendo la informacién que porta.

Hay, en este caso, lecturas correctas que los estudiantes podrian hacer pero que no aportan
mucho a la resolucién. Por ejemplo, es posible que digan que 5 - 7 + 3 es un ndmero que
tiene resto 3 al dividirlo por 5, dato que no resulta til para decidir sobre la paridad del
resultado. Algunos podrdn afirmar que 5 - 7 es un multiplo de 5, por lo que termina en
0 o en 5. Si termina en 0, al sumarle 3 dard un niimero que termina en 3 y por lo tanto
impar. Si termina en 5, al sumarle 3 terminard en 8 y el nimero serd par. Una intervencién
docente posible en este caso consiste en preguntar para qué valores de 7 se da cada caso.
No necesariamente los estudiantes llegardn a determinarlos, pero lo que hagan serd un
insumo para la puesta en comun.

En el espacio de discusion colectiva, el profesor podrd retomar una resolucién de cada
tipo. Uno de los focos deberia ser el de poner en discusién que los ejemplos son ttiles
para elaborar una conjetura pero no para validar una afirmacién. Para esto tGltimo pueden
retomarse las validaciones que han intentado los alumnos para ponerlas en discusién vy,
eventualmente, hacerlas evolucionar. También resulta importante dejar registrado en el
pizarrén cada una de ellas. Por ejemplo:

* Como 5-mesun multiplo de 5, terminaen 0 0 en 5. Si termina en 0, al sumar-
le 3 dard un ntimero que termina en 3 y por lo tanto impar. Si termina en 5,
al sumarle 3 terminard en 8 y el nimero serd par. Para que termine en 0, 5 - m
tiene que ser par. Como 5 es impar, esto ocurre cuando 7 es par. Luego, si m
es par, 5 - m + 3 serd impar.

* Enlasuma5-m + 3 interviene un ndimero impar, el 3. Para que el resultado sea
impar es necesario que 5 - 7 sea par. Como 5 es impar, el producto serd par si 7
es par.

Resulta importante recordar que las situaciones aqui presentadas no constituyen una
secuencia de ensenanza, por lo que no resultan suficientes para que los estudiantes cons-
truyan nuevos conocimientos. Es necesario que los alumnos tengan distintas instancias
de contacto con el contenido, tanto de trabajo grupal como individual donde puedan
reinvertir los conocimientos y pricticas que se discutieron en clase.
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Transformar una expresion para que se puedan leer relaciones e informacion
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Realizar transformaciones de un cilculo para determinar si su resultado es multiplo
de un ndmero o cudl es el resto de dividirlo por ese niimero.

* Reconocer que una manera de fundamentar afirmaciones consiste en mostrar de for-
ma explicita el divisor y el resto de una division.

A diferencia de las situaciones propuestas y analizadas hasta aqui, a continuacién se
proponen problemas que incluyen célculos que requieren ser transformados para leer in-
formacién que no se encuentra explicita. Si bien en los andlisis anteriores se consideraron
estrategias de resolucién y conclusiones que incluian transformaciones, estas no eran in-
dispensables para resolver los problemas, como si sucede en las siguientes situaciones.

Problema

Sin realizar los calculos, indica:
a) Si45-22 es multiplo de 6.

b) Cudl es el resto de dividir a 45 - 22 + 20 por 6.

Explicé cOémo pensaste cada {tem.

Se sugiere proponer a los alumnos que resuelvan la parte a) en parejas. Es posible que
varios estudiantes afirmen que 45 - 22 no es multiplo de 6 porque ninguno de los facto-
res es 6 ni multiplo de 6. En ese caso, el profesor puede proponer que realicen el cdlculo
—aunque el problema pide no hacerlo—. Al obtener que si es multiplo de 6, es esperable
que se genere en los alumnos una contradiccién, que puede funcionar como un motor
para buscar razones que den cuenta de por qué sucede esto. En este punto se los puede
dejar seguir explorando un momento mds y retomar esta situacion en la puesta en coman.

Posiblemente, otros alumnos reconozcan la necesidad de descomponer los niimeros en
factores de la siguiente manera:

45.22=3.3.5.2-11
Sin embargo, no necesariamente logrardn “armar” el 6 a partir de usar las propiedades

conmutativa y asociativa de la multiplicacién. Nuevamente, este avance es suficiente para
retomar en la puesta en comdn.
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Aqui interesa diferenciar a aquellos estudiantes que descomponen en factores porque no
pueden hacer otra cosa de aquellos que lo hacen porque estdn buscando escribir la expre-
sién como el producto entre 6 y un niimero entero.

En la instancia de trabajo colectivo se sugiere retomar una resolucién de cada tipo para
hacerla avanzar y dejarla registrada. Algunos asuntos que resultan importantes para des-
tacar son:

* Hay resultados de célculos que son multiplos de 6 aunque ni el 6 ni un malti-
plo de 6 sean uno de los factores.

* Si el resultado de un cédlculo es multiplo de 6, entonces siempre es posible
transformarlo de modo que quede escrito como el producto entre 6 y un ni-
mero entero.

* A veces no alcanza solamente con descomponer en factores, sino que es nece-
sario reagruparlos. Por ejemplo:

45.22=3.15-2-11=3-.2-15-11=6-15-11

Luego de la puesta en comun, puede pedirse a los alumnos que contintien trabajando
en parejas para resolver la parte b) del problema. Se espera que los estudiantes puedan
reinvertir lo tratado a propésito de los problemas anteriores. Es esperable que ya haya cir-
culado que puede analizarse cada término de una suma por separado para determinar si el
resultado es multiplo de un nimero. En la parte a) se analizé que 45 - 22 es multiplo de 6,
por lo que para saber el resto de dividir a 45 - 22 + 20 por 6 es necesario saber cudntas
unidades se pasa 20 de un mualtiplo de 6. Otra cuestién que surge para tener en cuenta es
que el resto de dividir por 6 tiene que ser menor que 6. Aun asi, es esperable que algunos
alumnos respondan que el resto es 20. Las diferentes estrategias se retomardn en un espa-
cio de debate colectivo, donde el foco nuevamente se pondrd sobre la transformacién del
célculo en otro equivalente de donde se pueda leer el resto de la divisién por 6:

45.224+20=45-22+18+2=6-15-11+18+2

Los dos primeros términos de la suma son multiplos de 6, el primero por estar escrito
como el producto entre 6 y un nimero entero, mientras que 18 es exactamente divisible
por 6. Luego, el resultado del cilculo se pasa 2 unidades de un mdltiplo de 6, por lo que
el resto al dividirlo por 6 es 2.

Seria importante también reflexionar de manera conjunta sobre la conveniencia de realizar
unas transformaciones sobre otras. La prictica de tomar la decisién acerca de qué trans-
formaciones conviene realizar no guarda una relacién directa con las précticas aritméticas.
Para realizar cdlculos existen algoritmos que aseguran que se arribe al resultado correcto.
En cambio, al realizar tratamientos algebraicos, es necesario elegir con algin criterio las
técnicas que sirven para resolver la situacién en cuestién. Por ejemplo, el cdlculo del item
a) del problema propuesto admite distintas descomposiciones:
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45.22=9.5.11-2=3-15-22=3-15-2-11 =-...

Sin embargo, solo algunas de ellas permiten continuar con la resolucién para decidir si el
resultado es multiplo de 6. Es necesario descomponer de manera que “aparezcan” factores
que permitan “armar” un 6. Es en torno a esta cuestién que se puede reflexionar con los
estudiantes sobre la necesidad de que para fundamentar las afirmaciones se debe mostrar
el divisor o un multiplo de él de forma explicita.

Otra préctica algebraica que resultarfa provechoso explicitar y poner en cuestién con los
estudiantes, en estrecho vinculo con la de tomar decisiones sobre la transformacién a
realizar, es la de prever la “forma” que debe tener la expresiéon que permite resolver un
problema. En algunos casos, cuando se realizan transformaciones en un sentido algebraico
ya se sabe a lo que se quiere llegar. Por ejemplo, el reconocer que a partir de obtener una
expresion de la forma 6 - algiin niimero se puede deducir que el resultado es multiplo de 6
resulta de suma importancia para establecer cudles son la transformaciones convenientes
a realizar, entre todas las posibles. Preguntas del tipo “;c6mo te convendria tener escrito
el cdlculo para afirmar que el resultado es mudltiplo de 62” pueden ayudar a explicitar la
forma del “Gltimo paso” de la transformacién, lo que ayuda a guiar los pasos intermedios.

Cuando se quiere establecer que un nimero « es mdltiplo de un niimero 4 puede
resultar conveniente expresar al niimero « como el producto de factores en donde
uno de ellos es el nimero 4 o un multiplo de 4.

Por ejemplo, se puede establecer que 72 es mdltiplo de 6 a partir de escribirlo como

el producto 6 - 12.

Existen muchas maneras de descomponer un niimero en factores. Por ejemplo:
45.22=9.5.11-2=3.15-22=3-15-2-11= -

Sin embargo, solamente algunas de ellas pueden ser ttiles para resolver un problema.

En este caso, para indicar que el resultado de 45 - 22 es maltiplo de 6 es conveniente

realizar la descomposicién 45 - 22 =3 -15-2 - 11 y luego multiplicar los factores
que “arman” un 6:

3.2-15-11=6-15-11

Estas cuestiones, referidas a la anticipacién de expresiones a obtener y a la toma de deci-
siones sobre las transformaciones, se pueden observar también en el contexto del estudio
de la variacién de dreas de figuras geométricas. Se recuerda que estos problemas pueden
resolverse tanto desde el marco algebraico como desde el geométrico. En este apartado
solo se considera la resolucién algebraica, mientras que la mirada geométrica se retoma
mis adelante.
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Problema

A un tridngulo de base 4 y altura « se le duplica su base sin modificar su altura.
;Es verdad que su drea se duplica?

Se sugiere proponer a los estudiantes que resuelvan este problema en pequenos grupos.

Es esperable que algunos alumnos prueben dibujando uno o mds tridngulos particulares
y calculen las dreas, para generalizar la propiedad para todos. El profesor podrd preguntar
cémo pueden asegurarse de que la propiedad es verdadera para otros tridngulos diferentes
y solicitar que intenten buscar una explicacién que no apele a tridngulos de los que se
conocen ciertas medidas.

Otros pueden intentar diferentes resoluciones involucrando letras, como las siguientes:

e Llaman ¢y 4 a la base y a la altura del segundo tridngulo, respectivamente, y hallan
una expresién para su drea: Area del segundo A = C'T”" . A partir de esto, algunos dirdn
que es el doble —seguramente por haber ensayado con casos particulares— o porque
aventuran que el drea también se duplica. El uso de letras, en este caso, no implica un
tratamiento algebraico. La letra solo estd usada como una etiqueta, pero no expresa
relaciones.

* Otros posiblemente logren expresar la relacién entre las bases de los dos tridngulos
y la utilicen para expresar las dreas de ambos tridngulos: Area del primer A = %,
Area del segundo A = £24, Mientras que algunos logrardn avanzar para expresar el
drea del segundo tridngulo como el doble del drea del primero, otros no sabrdn con-
tinuar o tal vez simplifiquen el cilculo para obtener & - 4.

En un espacio colectivo se sugiere retomar estos dos tipos de resoluciones. Si bien la discu-
sién acerca de la insuficiencia de los ejemplos para validar una propiedad no va a quedar
saldada en una discusién, resulta importante tomarlo como objeto de reflexion. En este
caso, el foco podria ponerse sobre el uso de los ejemplos para formular una conjetura, que
luego debe ser validada sin su uso.

En cuanto a las resoluciones que utilizan letras, una de las cuestiones a destacar es que el
problema puede resolverse por medio de una modelizacién algebraica, produciendo una
expresiéon que represente el cdlculo del drea de uno o de ambos tridngulos, para luego
transformarla de manera que permita comparar las dreas de ambos. Si bien no se espera
que los estudiantes puedan producir esta escritura en una primera instancia, el profesor
puede hacerlo interactuando con ellos. Se espera que quede registrado algo similar a lo
que sigue:
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Area del primer A = %
Area del segundo A = % =2- % =2 - Area del primer /A

Si se la analiza desde una légica aritmética, en esta resolucién “hay una cuenta que no se
g y q
hace”. En aleuno de los pasos intermedios se podria simplificar “el 2 que estd multiplican-
g P p q p
do con el 2 que estd dividiendo”.

AreadelsegundoA=b'g'2=2- bz'd=é-a

Esta transformaciodn, si bien es correcta, no conduce a obtener una expresién que permita
p que p
comparar el area de ambos triangulos. Es en este sentido que resulta necesario anticipar la
g q p
forma de la tltima expresion, que debe contener el cdlculo del drea del primer tridngulo.
Asi, prever “a lo que se quiere llegar” permite tomar la decisién de no realizar una trans-
q q g
formacién que “pierda” el ndmero 2 del denominador.

Este problema, asi como tantos otros, es una oportunidad no solo para construir nuevos
aprendizajes, sino también para ir delineando una prictica algebraica compartida por la
comunidad de la clase.

Producir una expresion o una formula para expresar relaciones e informacion
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Producir una férmula que calcule el paso 7 de un proceso que cumple una cierta
regularidad.

* Validar la equivalencia entre férmulas apelando al contexto y/o a transformaciones
algebraicas.

Hasta ahora, los estudiantes han analizado la informacién que porta un cdlculo y han
que p y
producido férmulas conocidas para determinar cémo varian al cambiar los datos. En el
problema que se presenta a continuacién, la tarea a desarrollar es mas compleja. Requiere
que los alumnos encuentren una regularidad en el pasaje de una figura a la siguiente, para
luego usarla para producir una fé6rmula.
g
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Problema

La siguiente secuencia de figuras estd formada por puntos.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3

a) Dibujd la figura que se encuentra en el lugar 6.

b) Calculd la cantidad total de puntos que hay en la figura que estd en el lugar
45 de la secuencia. Escribi el cdlculo que usaste para encontrarla.

¢) Escribi una fé6rmula que permita encontrar la cantidad total de puntos que
tiene la figura que se encuentra en el lugar 7 de la secuencia.

Uno de los propésitos de este tipo de problemas es que los estudiantes reconozcan distin-
tos patrones y reglas de formacién de las figuras y generen distintas formas de contar los
elementos que forman el paso 7 del proceso. Tomando como insumo esta diversidad de
resoluciones, el docente tiene la posibilidad de compararlas y ponerlas en relacién, con el
objetivo de analizar la equivalencia entre distintos cdlculos o distintas férmulas, debido a
que permiten obtener el mismo resultado para todo valor de la variable.

Para poder resolver el problema que se presenta es necesario que los estudiantes reconoz-
can algiin patrén y establezcan una regla de formacién de las figuras. Como esta regla
de formacién no es explicita ni Gnica, se sugiere invitar a los alumnos a resolver primero
el ftem a) en pequenos grupos para, luego de un tiempo de trabajo, establecer acuerdos
acerca de las relaciones entre una figura y las que se encuentran en los lugares siguientes.
Las descripciones de estas relaciones dependerdn de cémo las hayan caracterizado. Por
ejemplo:

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3

o0 @9t @

221 Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3

o @S @SN

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3
o e O o
® Oo o O o6 o o

Uno de los objetivos de la puesta en comin es que los alumnos puedan explicitar cémo es

la regla de formacién de los elementos de la secuencia que han considerado y analizar si
la figura que ocupa el sexto lugar cumple con ella. Esto permite poner en escena que hay
diferentes formas de considerar la secuencia y que todas son correctas, es decir, que para
cada posicidn, todas permiten obtener la figura correcta.

En este punto, no se espera que la regularidad sea expresada a través de una férmula, sino
que es suficiente con que los estudiantes puedan caracterizar una regla de formacién de
cada figura en funcién de la posicién que ocupa.

La explicitacién de las distintas formas de analizar la regularidad y su registro en el pizarrén
y en las carpetas serd un insumo importante para que los estudiantes puedan adentrarse en
la resolucién de la parte b) en pequenos grupos.

En este item se pide calcular la cantidad de puntitos que tiene la figura que se encuentra
en el lugar 45. El pedido del lugar 45 estd relacionado con la dificultad y la falta de eco-
nomia que implica hacer todos los dibujos hasta llegar a ese, lo que lleva a la necesidad
de encontrar una manera general de contar relacionada con la regularidad establecida. Se
solicita, ademds, que se escriba el cdlculo utilizado como una base para después pensar en
una férmula general.

Esta actividad requiere volver sobre la anterior, aunque en ella no se trataba de contar
puntitos sino de dibujar una figura. A pesar de ello, las distintas figuras y la forma de consi-
derar la regularidad permitirdn elaborar estrategias para contar la cantidad de puntitos. Es
posible que algunos estudiantes —implicita o explicitamente— consideren que la cantidad
de puntitos es directamente proporcional a la posicidn, y, por ejemplo, multipliquen la
cantidad de puntitos que hay en el primer lugar por 45. En este caso, el docente podria
preguntar cémo pueden asegurar que esa estrategia funciona. Si los alumnos no logran
explicarlo, se les puede sugerir que se fijen si resulta vélida para los ejemplos que tienen

dibujados.
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Se espera que otros estudiantes se apoyen en la regularidad que observaron en la parte a)
para determinar el cdlculo que permite hallar la cantidad de puntitos. Si alguno presenta-
ra dificultades para hacerlo, el docente puede sugerir contar la cantidad de puntitos que
tiene alguna de las figuras ya dibujadas, sin hacerlo uno por uno, describiendo un procedi-
miento con palabras. Por ejemplo, en relacién con la tercera forma de contar, un alumno
podria establecer que la cantidad de puntitos del lugar 6 se puede calcular con la cuenta
6 + 7, debido a que la cantidad de puntitos en la fila de arriba coincide con el nimero del
lugar, y la fila de abajo siempre tiene uno més. Esto le posibilitaria contar la cantidad de
puntitos del lugar 45 mediante el cdlculo 45 + 46.

Un estudiante que haya contado como la primera forma propuesta pudo haber hecho el
célculo 1 +45 - 2, mientras que otro que haya contado segtin la segunda forma haya rea-

lizado 3 + 44 - 2.

Luego del trabajo de los alumnos con el item b), resulta necesario realizar una puesta en
comun con el propésito de comparar y poner en relacién los distintos cdlculos que se ha-
yan generado en las resoluciones y estudiar la equivalencia entre ellos.

Un primer punto a retomar es el de la proporcionalidad, lo cual no solo es importante
para los que la consideraron sino también para el resto. Muchos alumnos utilizan rela-
ciones de proporcionalidad sin asegurarse de que esa es la relacién entre las variables en
cuestién. En ese sentido, la discusion colectiva permite tratar este asunto con todos. Si no
hubiese surgido esta estrategia, el profesor podrd plantearla como objeto de andlisis. Podrd
decir, por ejemplo:

Algunos estudiantes consideran que un célculo posible es 3 - 45.
¢Creen que es correcto?

Luego de explicitar que ese cdlculo implica considerar una relacién de proporcionalidad,
el docente puede, junto con los alumnos, analizar si efectivamente esa relacién es la que
vincula estas variables: puede proponer calcular la cantidad de puntitos de las figuras
3 y 6. Si hubiera una relacién de proporcionalidad, en ese lugar deberia haber el doble
de puntitos que en el lugar 3, cosa que no ocurre. A partir de esto puede registrarse la
siguiente conclusién:

Antes de considerar que una relacién es de proporcionalidad directa, es necesario
asegurarse de que efectivamente lo es. Si para un par de valores no se cumple alguna
propiedad, por ejemplo, que al doble de un valor le corresponde el doble del otro,
entonces no es una relacién de proporcionalidad directa.

Los cdlculos correctos que se deberfan considerar son: 1 +45 -2, 3 + 44 - 2 y 45 + 46.

Los tres cdlculos son equivalentes porque dan el mismo resultado: 91. Pero también se
puede establecer su equivalencia por medio de transformaciones que utilizan propiedades:
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1+45-2=1+2+44-2=3+44-2
1+45-2=1+45+45=46+45
3+44.-2=3+44+44=1+2+44+44=45 + 46

Este tipo de andlisis puede dar sustento a un posterior trabajo de equivalencia entre
férmulas.

Se espera que la resolucion del item b) sea un insumo para el ¢). La forma que cada estu-
diante haya encontrado para contar la cantidad de puntitos en la figura 45 deberia servirle
para hallarlos en una figura cualquiera.

A un alumno que no pueda construir la férmula pero que si haya podido establecer una
manera general de contar se le puede sugerir utilizarla para distintos casos particulares.
Por ejemplo, proponerle que cuente la cantidad de puntitos que tiene la figura del lugar
100, la del lugar 200, etcétera, focalizando no en el resultado sino en el cdlculo utilizado
para obtenerlo.

También es posible que algunos alumnos puedan verbalizar una forma general de contar
pero que no logren escribirla como una férmula. En ese caso, el profesor podrd proponer
formas de obtener una férmula a partir de ellas en la puesta en comun.

Es deseable que todos los estudiantes lleguen a la instancia colectiva habiendo hallado una
forma general de contar, aunque no hayan logrado escribir una férmula.

Tomando las tres formas de contar los puntitos expuestas mds arriba, los estudiantes po-
drdn formular que la cantidad se obtiene como:

* 1 puntito més grupos de 2 puntitos. La cantidad de grupos coincide con el nimero
de lugar.

* 3 puntitos mds grupos de 2 puntitos. La cantidad de grupos es 1 menos que el nd-
mero de lugar.

* Dos grupos de puntitos: uno con la misma cantidad de puntitos que el nimero de
lugar y otro con 1 puntito mds.

Estas formulaciones permiten escribir férmulas, que en este momento serd necesario ana-
lizar, teniendo en cuenta si efectivamente traducen las formas de contar descriptas y si su
escritura es correcta. El punteo anterior puede entonces completarse con la escritura de
las férmulas.
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Hay distintas formas correctas de contar la cantidad de puntitos que hay en una
figura. Si 7 representa el nimero de lugar, obtenemos:

* 1 puntito mds grupos de 2 puntitos. La cantidad de grupos coincide con el
naumero de lugar: puntitos=1+2-n

* 3 puntitos mds grupos de 2 puntitos. La cantidad de grupos es 1 menos que el
namero de lugar: puntitos=3 +2 - (n-1)

* dos grupos de puntitos: uno con la misma cantidad de puntitos que el nimero
de lugar y otro con un puntito mds: puntitos=n+ (n + 1)

Una vez analizadas las distintas formas de contar y las férmulas, se puede establecer que
las expresiones son equivalentes porque cuentan “lo mismo”, conformando un punto de
apoyo en donde basarse para darle sentido a las transformaciones algebraicas. Este es un
asunto central de este tipo de actividad. Si las formas de contar son correctas, entonces
todas ellas permiten hallar la cantidad de puntitos para una figura determinada. Es decir
que para cualquier valor que se le dé a 7, los resultados obtenidos a través de cada férmula
serdn iguales. La pregunta que surge ahora es:

Si no supiésemos que todas las férmulas son correctas, ;hay alguna forma
de saber que son equivalentes?

Las transformaciones algebraicas serdn la herramienta que permite validar por qué efec-
tivamente las distintas férmulas son equivalentes. Por ejemplo, al analizar las férmulas
producidas segtin la tercera y la primera forma de contar, se puede establecer su equiva-
lencia segun la siguiente transformacién:

n+n+1=2-n+1=1+4+2-n

Apelando a la propiedad distributiva es posible establecer la equivalencia entre las f6rmu-
las producidas segin la segunda y la primera forma de contar:

3+42-(n-1)=3+2-n-2-1=3-2+2-n=1+2n

No resulta simple proponer problemas como los anteriores para ser usados en el aula sin
saber cudl fue el recorrido de cada curso. El conjunto de experiencias matemadticas transi-
tadas por cada grupo de alumnos hace que la planificacién de la clase varie. Ciertamente
también depende de los conocimientos que los estudiantes tengan disponibles a la hora de
enfrentarse a cada problema y si han trabajado con letras o no.
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Si estas situaciones son las primeras en las que se propone un trabajo con variables, enton-
ces no se espera que los alumnos produzcan férmulas y validaciones correctas' de manera
auténoma. En este caso se propone un trabajo colectivo que se apoye en las relaciones que
los estudiantes hayan establecido para contar la cantidad de puntitos que tiene una figura
determinada. Por otro lado, tampoco se espera que, de manera individual, muestren la
equivalencia entre distintas férmulas. Por el contrario, se trata de analizar que tienen que
ser equivalentes por apoyarse en maneras correctas de contar los puntitos, para luego vali-
darlo colectivamente a través de transformaciones algebraicas.

Para los que hayan tenido experiencias de trabajo con letras, resulta importante recordar
que el trabajo algebraico se desarrolla a través de toda la escuela secundaria. Por eso no
resulta suficiente con haber propuesto algunos problemas, sino que es necesario revisitar
y reconfigurar las pricticas que se van desarrollando. En este caso, es posible que los estu-
diantes puedan avanzar mds durante el espacio de resolucién. La reflexion colectiva puede
retomar la necesidad del uso de letras, discutir acerca de las distintas escrituras, volver a
pensar acerca de la equivalencia entre expresiones y como validarlas, etcétera.

Calculos y operaciones en los conjuntos de los Numeros Naturales,
Enteros y Racionales

Otro de los asuntos cruciales de los que debe ocuparse la escuela secundaria consiste en
profundizar los conocimientos de los estudiantes sobre los distintos conjuntos numéricos.
El trabajo se enfoca en las caracteristicas y propiedades de cada conjunto, asi como sobre
el desarrollo de estrategias de cdlculo mental, estimacién de resultados de célculos, y el
uso de la calculadora. En todos los casos, se trata de utilizar propiedades de las distintas
operaciones y argumentar las producciones.

Los conocimientos acerca de los conjuntos numéricos y las operaciones se verdn atra-
vesados por los algebraicos, en tanto herramienta que contribuyen al tratamiento de lo
general, como las propiedades de las operaciones.

Intervenciones de ensenanza

A continuacién se proponen diversos problemas acompanados de posibles resoluciones
con el objetivo de ofrecer intervenciones de ensefianza que promuevan la evolucién de los
aprendizajes por parte de los estudiantes. Para organizar la presentacidn, las situaciones se
clasificaron en célculos y operaciones en e/ conjunto de los Niimeros Enteros 'y en el conjunto
de los Niimeros Racionales.

14 Teniendo en cuenta que el aprendizaje de la validacién se da a lo largo del tiempo, no se esperan “demostraciones”
correctas. Se trata de que los estudiantes se vayan haciendo cargo de la responsabilidad de dar cuenta de las relaciones e
intenten explicarlas.
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En el conjunto de los Numeros Enteros
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Resolver operaciones con niimeros enteros, en diferentes contextos y/o utilizando la
recta numérica.

e Estimar el resultado de un cdlculo con niimeros enteros sobre la base del andlisis de
los ntimeros implicados.

* Determinar el dominio de validez de relaciones de orden y distancias.

* Determinar el dominio de validez en raices de argumento entero e indice natural.

Problema

Un dia de invierno la temperatura es de 4 grados bajo cero a la mafana y al mediodia
es de 9 grados mis.

a) ;Cudl es la temperatura al mediodia?

b) Indicd cudl de estos cdlculos permite saber la temperatura al mediodia. Ex-
plicd cémo lo pensaste.

i) 4+1
ii) -4+9
iii) 4 + 9

Uno de los propésitos de este problema es que los estudiantes tengan la oportunidad de
relacionar las operaciones entre niimeros enteros con un contexto extramatemdtico. Al
mismo tiempo, al tratarse de una situacién vinculada a la temperatura, se les brinda la
posibilidad de apoyarse en una representacién vinculada a la recta numérica, como lo es
un termoémetro.

El profesor puede pedir a los estudiantes que resuelvan el problema en parejas.

Es posible que en el item a) algunos alumnos contesten que la temperatura es de 13 grados
al mediodia, pensando en que, como aumenta, deben sumar los niimeros y el resultado debe
ser positivo. Podria ser también que otros contesten que la temperatura serd de 13 grados
bajo cero, basados en la nocién errénea de que como 13 es mayor que 4, 13 es mayor que
—4. En estos casos es posible sugerir a los estudiantes que realicen una representacién de la
situacién en una recta numérica y que piensen en qué direccién hay que moverse sobre la
recta si la temperatura aumenta (tal vez basindose en la idea de un termémetro).

Algunos estudiantes pueden resolver el problema sin utilizar cdlculos y apelando a técnicas
de cdlculo mental que van desarrollando. Por ejemplo, pueden decir que si la temperatura
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es de 4° bajo cero, al subir 4° llega a 0° y si sube 5° més llega a 5°. Esta estrategia es bastante
utilizada por alumnos que estdn iniciando el aprendizaje de niimeros enteros.

En el item b) se plantean tres cdlculos. A propésito de la opcidn iii), en un espacio de
discusién colectiva, se puede retomar alguna resolucién incorrecta del item a) y poner en
cuestion el hecho de que 4 grados bajo cero debe representarse con un nimero negativo y,
en ese cdlculo, el 4 es positivo. Los cdlculos de las opciones i) y ii) dan como resultado 5,
valor que es correcto y al que los estudiantes pueden haber arribado de distintas maneras.
Sin embargo, no todos los cdlculos que dan como resultado 5 representan la situacién
planteada en el problema. Seria importante que el docente proponga su representaciéon
en una recta numérica, identificando que comenzando desde -4 y avanzando 9 ntimeros
hacia la derecha “se llega” al 5. En cambio, en el cilculo 4 + 1 los niimeros implicados
no estdn relacionados con el problema. A partir de este trabajo se podria sistematizar, de
manera mds general, que comenzando por un nimero en la recta numérica, si aumenta, es
necesario moverse hacia la derecha. Ademds, concluir que dados dos ndmeros cualesquie-
ra, siempre es mayor el que se encuentra a la derecha en la recta numérica.

Podria registrarse como sumar un niimero positivo a un nimero entero:
:Cémo sumar un nimero positivo a un nimero entero?

Por ejemplo, para resolver el cdlculo -4 + 6 se puede utilizar la recta numérica ubi-
cando el -4 y moviéndose 6 unidades hacia la derecha. Asi, se obtiene que -4 + 6 = 2.

A

Como sumar un niimero positivo es equivalente a moverse hacia la derecha en la
recta numérica, el resultado de la suma serd mayor que el nimero inicial. Luego, al
sumar un nimero positivo siempre se obtiene otro niimero mayor que el nimero

inicial.

El siguiente problema permite anticipar el signo del resultado de un célculo a partir de co-
nocer el signo de los nimeros implicados. Por otro lado, se plantea el estudio del dominio
de validez para niimeros enteros de propiedades vélidas en el conjunto de los Ntimeros
Naturales.
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Problema

En las rectas numéricas, 7 y p son dos niimeros enteros.

A
\/

A
\J

a) Ubicd en cada recta numérica los ndmeros:

y =2 -m
> P
» 2-p

b) ;Para qué valores enteros de a es cierto que 2 - 2 es menor que &?

Una de las concepciones errdéneas que se suele generar en los estudiantes durante el co-
mienzo del trabajo con ndimeros enteros estd relacionada con la asociacién entre los
nimeros negativos y el signo “-”, particularmente en el uso de variables. Por este motivo,
es probable que no tengan inconvenientes en ubicar el resultado de -2 - 7 en la recta
numérica, teniendo en cuenta que debe ser el doble de 7, pero negativo. En cambio, al
intentar ubicar -p puede que manifiesten que ya estd ubicado, porque p se encuentra a la
izquierda del cero y, por lo tanto, es negativo. Sobre la misma concepcién, podrian ubicar
2 - p ala derecha del cero, marcando el doble de la longitud que existe entre 0 y p. En estas
circunstancias, serd necesario que el docente, en un espacio colectivo de trabajo, ponga
en cuestién el significado del signo “~” como indicador del opuesto de un nimero y no
necesariamente de un nimero negativo. Por ejemplo, analizando que p es negativo por
encontrarse a la izquierda del cero y que, por lo tanto, —p es positivo, ya que se trata del
opuesto de p. De la misma manera, se puede estimar que el resultado de 2 - p es negativo,
por lo que su ubicacién en la recta numérica debe ser a la izquierda del cero. La represen-
tacién de este niimero pone en cuestion otra concepcién que es valida para los nimeros
naturales y que los alumnos construyeron en su escolaridad: al multiplicar por 2 se obtiene
un ndmero mayor. Esta idea se contrapone con el hecho de que el resultado de 2 - p se
ubica a la izquierda de p. Serd necesario, entonces, poner en cuestién esta concepcion para
determinar su dominio de validez: es cierta para los ndmeros positivos, pero no para los
negativos. El item b) invita a los alumnos a reflexionar sobre esta cuestién. A partir de esta
pregunta se podrian sistematizar conclusiones como las siguientes:
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El producto entre dos niimeros enteros no siempre es mayor que los factores, ya que
depende de los signos de los nimeros.

Ejemplos:
* 3.2 =0 es mayor que 3 porque estd a su derecha.

* -3.2=-6es menor que -3 porque estd a su izquierda.

En ambos casos, lo que si aumenta es el valor absoluto, es decir, su distancia al 0.

\J

Al trabajar sobre anticipaciones y estimaciones de resultados, es esperable que se constru-
yan argumentos sobre las condiciones bajo las cuales un producto de muchos nimeros
tiene resultado positivo o negativo. Algunos de estos razonamientos se pueden tomar para
validar propiedades de las potencias y estudiar el dominio de validez de las raices.

Problemas

1. Se multiplican 100 ndmeros enteros, de los cuales 17 son positivos y el resto ne-
gativos. ;Qué signo tendrd el resultado?

2. Si de 100 niimeros enteros, 68 son positivos y el resto negativos, ;qué signo ten-
drd su producto?

El objetivo de estos problemas es que los estudiantes puedan llegar a la conclusién de que
es posible conocer el signo de un producto conociendo los signos de los factores, y que no
es necesario saber el valor de cada uno. Por otro lado, se espera que logren elaborar una
conjetura y que intenten validarla.

Se les podrid solicitar a los alumnos que resuelvan ambos problemas en pequenos grupos.
Para aquellos estudiantes que no pueden comenzar a resolver los problemas, se les pue-
de proponer que analicen el signo de un producto de 10 niimeros, con 3 positivos y 7
negativos.

Para aquellos que pueden comenzar a resolver pero no logran avanzar, se les puede sugerir
que consideren el producto de todos los niimeros positivos por un lado y el de todos los
negativos por el otro, dado que al tratarse de multiplicaciones es posible reordenar los
factores sin alterar el resultado. También se les puede hacer notar, de ser necesario, que es
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conveniente considerar los productos de a dos, ya que al multiplicar dos niimeros negati-
vos el resultado serd positivo.

En la puesta en comtn se buscard recoger las diferentes estrategias para determinar el sig-
no del producto para luego concluir que el producto de niimeros negativos serd negativo
si la cantidad de niimeros es impar, y positivo si se trata de una cantidad par. Una vez
registrada la conclusién se podria avanzar también hacia la posibilidad de anticipacién del
signo de una potencia de base entera y exponente natural, analizando el signo de la base
y la paridad del exponente.

Sobre la base de estas propiedades se podrd dar lugar al estudio y la fundamentacién del
dominio de validez de las raices de ndimeros negativos. Por ejemplo, para dar cuenta de la
inexistencia de raices de indice par y radicando negativo.

En el conjunto de los Niumeros Racionales

Las situaciones que se presentan en este apartado tienen por objetivo que los estudiantes
contintien transitando la ruptura entre los niimeros naturales, enteros y racionales. Entre
ellas, se hard hincapié en la densidad del conjunto los Niimeros Racionales, la estimacién
de resultados de cdlculos, prestando especial atencién a aquellos casos en los que difie-
ren de los que se obtienen con nimeros naturales, el desarrollo de estrategias de cédlculo
mental, etcétera.

Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Reconocer que dados dos niimeros racionales distintos de cero, siempre es posible
pasar de uno a otro a través de la multiplicacién de uno de ellos por un tercer nimero
racional.

* Reconocer las condiciones para las cuales la multiplicacién entre fracciones da como
resultado un producto que es mayor o menor que cada uno de sus factores.

* Resolver cdlculos que incluyen potencias de base entera y exponente natural.

* Anticipar si una potencia es menor o mayor que la base.

* Determinar el dominio de validez de potencias de base entera o racional y exponente
natural en situaciones en las cuales se ponen en juego relaciones de orden y equiva-
lencias entre célculos.

* Representar fracciones en la recta numérica dada una escala.

El problema planteado a continuacién permite poner en discusién una de las rupturas en-
tre los nimeros naturales y los racionales que los alumnos deben transitar: la idea de que
la “multiplicacién agranda”, construida a lo largo de muchos afos de escolaridad, ahora
pasa a ser verdadera solo bajo ciertas condiciones.
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Problema

Sin hacer cuentas, completd la multiplicacién 6 - ....... con una fraccién de modo
que:

a) el producto sea mayor que 6;

b) el producto sea menor que 6.

Explicd en cada caso cémo encontraste el nimero.

El objetivo de la situacidn consiste en determinar el conjunto de niimeros para los cuales
el producto es mayor que uno de los factores y cudndo es menor.

Los alumnos podrdn utilizar calculadora para explorar. En este caso, la calculadora no
permite resolver el problema, sino probar con varios casos y asi formular una conjetura,
que los estudiantes luego deberdn validar.

Se propone resolver en parejas la parte a) del problema.

Es posible que algunos alumnos escriban fracciones que representan niimeros naturales,
por ejemplo 6 -5 . En ese caso, el profesor puede solicitarles que prueben con otras que
no lo sean.

Otros estudiantes posiblemente propongan niimeros aislados, sin formular ninguna con-
jetura acerca de la condicién que cumple la totalidad de nimeros.

Seguramente habrd quienes puedan dar explicaciones en términos de “partes del nimero”.

Por ejemplo, podrin decir que 6 - 2-es 6 porque al multiplicarse por 1 es el entero, enton-
5 4 2 4

ces 6 - 2 es mds que 6 porque es el entero (6) y 2 mds de 6.

Esta tltima idea serd la que se destaque en la puesta en comin, acompanada de una con-
clusién como la siguiente:

s,
Esto es porque 2 de 6 es 6 y si se considera una parte mayor que 2, el resultado serd

Si al ndmero 6 se lo multiplica por &, por ejemplo, el resultado es mayor que 6.
mayor que 6. Es posible responder sin necesidad de hacer la cuenta.

En general, si al nimero 6 se lo multiplica por un ndmero mayor que 1, el resultado
es mayor que 0.
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La parte b) del problema podra resolverse entre todos y a partir de la conclusién elaborada
para el item a).

El profesor podrd abrir la discusién pidiendo a los estudiantes que le dicten fracciones
que al multiplicarlas por 6 dan un resultado menor que 6. Luego, podrd preguntar qué
caracteristica tienen todas las fracciones que son solucién.

Luego del debate, se podrd generalizar que si se multiplica a 6 por una fraccién menor
que 1, se estd considerando una parte de 6 menor que el entero. Por eso el resultado serd
menor que 6. Finalmente, podra registrarse la conclusién:

El producto entre un nimero « distinto de cero y una fraccién mayor que 1 serd
mayor que 4.
El producto entre un niimero « distinto de cero y una fraccién menor que 1 serd
menor que 4.

i 2.75 29 z i i .77 2
Por ejemplo, %- Z > X porque Z > 1. Al mismo tiempo, - Z < Z porque X< 1.

El préximo problema pone en escena otra de las rupturas entre los nimeros enteros y los
racionales. En el dominio de los enteros, a través de una multiplicacién solo es posible
obtener un multiplo de un niimero. En el campo de los niimeros racionales, en cambio,
a partir de una multiplicacién, es posible obtener cualquier nimero a partir de otro que
no sea cero.

Problemas

1. ;Es posible encontrar un nimero que multiplicado por 2- dé 12 Si la respuesta
es si, encontralo. Si la respuesta es no, explicd por qué.

2.;Es posible encontrar un nimero que multiplicado por 2 dé 32 Si la respuesta
es si, encontralo. Si la respuesta es no, explicd por qué.

El propésito de estos problemas es, por un lado, evocar que dado cualquier ndmero ra-
cional distinto de cero, siempre es posible hallar un nimero que multiplicado por él dé 1.
Por el otro, se busca generalizar esta propiedad para determinar que dado un niimero ra-
cional distinto de cero, siempre es posible hallar otro racional que multiplicado por él dé
un tercer nimero cualquiera.

Se sugiere proponer a los estudiantes resolver el problema 1 en pequefios grupos.
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Algunas de las soluciones que se pueden anticipar son:

* Dicen que no es posible porque el resultado tiene que ser Z y no hay ningtin nimero
que multiplicado por 5 dé 7. El profesor podrd preguntarles si se les ocurre otra ma-
nera de expresar el nimero 1 como fraccién, distinta de .

* Afirman que no es posible obtener 1 a través de una multiplicacién, sino de una suma,
porque 2+ 2= Z. El docente podrd ofrecer alguna manera de expresar el nimero 1
como fraccién, por ejemplo 22 para que analicen si es posible hallar la fraccién indicada.
Si fuese necesario, les podrd decir que prueben con otras representaciones para 1.

* Deciden que conviene expresar el niimero 1 como 2y logran hallar la fraccién bus-
cada, Z.

5

* Utilizan el inverso multiplicativo de 2, sin explicar por qué funciona.

Las dos dltimas resoluciones pueden retomarse directamente en la puesta en comdn. Al-
gunos de los asuntos a tratar son:

* Si se elige una representacién conveniente como fraccién para 1, resulta més ficil
encontrar el factor.

 Conviene elegir una representacién para 1 cuyo numerador y denominador sea un
multiplo comin de 5y 7.

Una vez acordado lo anterior, puede registrarse la siguiente conclusién:
Si2. ... = 1, entonces la fraccién buscada es % porque % L L=35-1,

Para poder hallar la fraccién conviene expresar el nimero 1 como una fraccién cuyo
numerador y denominador, que deben ser iguales, sea un multiplo comtinde 5y 7.

Esta estrategia se puede generalizar y dejar registrada:

Si a una fraccién distinta de cero se la multiplica por otra que tiene invertidos
el numerador y el denominador, el resultado es siempre 1. Esto pasa porque se

multiplican los mismos niimeros para obtener el numerador y el denominador del

producto. Por ejemplo: 4+ 3-= 22 = 1. En este caso, se dice que 2-es el inverso mul-
tiplicativo de 3, y viceversa.

Luego de la instancia colectiva de trabajo, se sugiere que los alumnos resuelvan el proble-
ma 2 en pequefos grupos.

Se espera que los estudiantes puedan reinvertir lo discutido a propésito del problema 1
para poder resolver el problema siguiente.

Seguramente varios alumnos tendrdn dificultades para encontrar la relacién entre este

problema y el anterior, no sabiendo cémo avanzar. El profesor podrd preguntarles de
qué manera puede servir, en este caso, llegar a 1 a través de una multiplicacién. También
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podria preguntarles si les resulta mds ficil pensar en cémo pasar multiplicativamente de
1a$. Silos estudiantes logran discutir estos dos asuntos, estardn en condiciones de parti-
cipar de la puesta en comin habiendo reflexionado sobre las relaciones mds importantes,
aunque no hayan podido resolver completamente el problema.

Puede quedar registrado lo siguiente:

5.7 - 8 _ 8 5.7).8_38
Sabemos que 2-- Z =1y que 1 - 3= 2. Entonces, se cumple que( —)-3—?

7
i 5.(7.8)_8 5.56_ 8
que es lo mismo que > (5 9) oy que - o=

La estrategia anterior puede generalizarse de la siguiente manera:

Dada una fraccién 4 que no sea 0, siempre es posible multiplicarla por su inverso

. . . b ., c c
multiplicativo £ para obtener 1, y luego por una fraccién < para obtener a < como
resultado. Es decir que:

(g.é).gzg
b a) d d
g.(é.ﬁ)zﬁ
b \a d) d
a. bc _c
b a-d d

No se espera que la generalizacién sea aprendida de memoria, sino que se la plantea para
registrar que la estrategia utilizada sirve para cualquier otro caso.

La siguiente situacion reutiliza lo trabajado en los problemas anteriores con el objetivo de
anticipar el orden de magnitud de una potencia en relacién con la base.

Problema

Sin hacer los cilculos, indicd si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Explicd cémo las pensaste.

) ()3
3

b) Si 7 representa un niimero entero, se cumple que (;)” >3,

Los estudiantes podrdn resolver en parejas la parte a) del problema.

La restriccién en cuanto a los cdlculos tiene que ver con que se espera que puedan decidir
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apoydndose en propiedades del producto de fracciones. Por ejemplo, considerando que al
multiplicar cualquier nimero por otro menor que 1 se obtiene un nimero menor que el
primero.

Habrd quienes afirmardn que la proposicién es verdadera porque al multiplicar 4 veces un
ndmero por si mismo se obtiene un resultado mayor que el nimero. Una intervencién
docente posible puede consistir en solicitar que comparen (%)2 y <, habilitando la posibi-
lidad de hacer cdlculos. Una vez que hayan determinado que la afirmacién es falsa para el

exponente 2, podrdn retomar la original.

Otros alumnos seguramente hardn el cdlculo, aunque el problema pida no hacerlo. En ese
caso, podrdn saber que la afirmacién es falsa pero no por qué lo es.

En la puesta en comun se podrdn retomar las diferentes resoluciones y resulta importante
explicitar por qué se pide no hacer cuentas. También se podrd hacer hincapié en que no
resulta relevante decir que “es falsa porque la cuenta da menor” si lo que se tiene por ob-
jetivo es realizar alguna generalizacién.

La conclusién puede centrarse en que es posible saber que la afirmacién es falsa sin hacer
cuentas. Como 2 < 1, cada vez que se lo multiplica por si mismo se obtiene un resulta-
do menor. Por eso es posible no solo decir que la afirmacién es falsa, sino que ademds se
)< 2
cumple que (5) <2
Luego de la puesta en comun, los alumnos podrdn resolver la parte b) en pequefios gru-
pos. Es posible que la mayoria utilice el mismo razonamiento de la parte a) y diga que es
falsa, que la potencia siempre es menor que su base, si esta es menor que 1.

Llegado este punto, resulta conveniente proponer un debate colectivo. La primera cues-
tidn a resaltar es que seguramente los estudiantes estén considerando solo valores positivos
para n. En ese caso, la afirmacién es falsa y puede explicarse del mismo modo que en la
parte a).

El profesor podra preguntar por los demds valores posibles para 7:

sQué sucede sin = 0?

O ./
En este caso, como (%) =1> % , la afirmacién es verdadera.

sQué sucede si n < 0?

Cuando el exponente es negativo, la base se invierte y se eleva al opuesto del exponente.
; 3\4_ (5)4 5 3\4 _ 3 . i
Por ejemplo, <?> = (?) y como 2 > 1 resulta que <?) > 2. Lo mismo sucederd para cual-

quier otro exponente negativo.
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Para que las relaciones anteriores no queden vinculadas solo a la resolucién del problema,
resulta conveniente dejar registrados algunos asuntos que son importantes retener:

Si una fraccic')n positiva es menor que 1, su inversa es mayor que 1. Por ejemplo,
2<ly 2> 1

Si una fraccién es mayor que 1, su inversa es menor que 1. Por e)emplo, 2>1y2 <L

El problema que se presenta a continuacién requiere representar fracciones en una recta
numérica donde resulta necesario poner en juego relaciones entre distintas fracciones.

Problema

Dada la siguiente recta numérica, representd los niimeros -1, 2 y 2. Explicd cémo
decidiste la ubicacién de cada uno.

A
\

Muchos estudiantes encuentran dificultades a la hora de representar fracciones en una
recta numérica con escala dada. Una vez dada la ubicacién de dos valores, muchas veces
resulta necesario buscar datos intermedios para poder representar otros niimeros.

Los alumnos podran resolver el problema en parejas. El profesor podra circular para ve-
rificar si han anticipado el orden de estos niimeros, es decir que -1 estd a la izquierda de
Oy que el mayor es 3 porque es el tinico mayor que 1. Por otro lado, podrdn comprobar'
que 2 <2 . Esta ant1c1pac1on es una herramienta de control de la representacién.

En la puesta en comun serd necesario explicitar las decisiones que se han tomado para
representar los distintos ndmeros. Por ejemplo:

15 1a comprobacwn podra hacerse a través de ﬁ'acaones equivalentes o analizando que a % le falta 1 5 para llegar a 1,

mientras que a > le falta - . Como + > L, a ? le falta mds para llegar a 1, por lo que es menor que E Esta tltima

estrategia es de uso habitual en la escuela primaria, por lo cual resulta importante retomarla.
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Como hay 5 cuadraditos entre 0 y % , cada uno de ellos sera % )

Sia % se le agrega %, es decir 1 cuadradito, se obtiene 1. A la misma distancia

de 0 pero hacia la izquierda se encuentra -1.

3 puede pensarse como 3 veces . Ademds, 1= 2, 3 cuadraditos, entonces 3

seran 9 cuadraditos.

Finalmente, % = % , por lo que debe ubicarse a 4 cuadraditos del 0.

La resolucién de estos problemas requiere de conocimientos variados que van mds alld de
las fracciones. Los alumnos necesitan comprender qué es una escala y utilizarla en el caso
en que la unidad no sea un ndmero entero. Esto se constituye en una variable que hace
que el problema sea mds o menos complejo. Si la recta hubiese incluido las ubicaciones de
0y de 1, el problema era més simple porque resulta més fdcil representar una fraccién de
1 que representar 1 dada una fraccién.

Debido a esto, una préctica que deberfa acompanar la ubicacién de nimeros en una recta
es el relato de cémo se hizo para determinar el lugar de cada uno.
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Funciones y algebra

Aproximacion a las funciones a través de graficos cartesianos

Tal como se ha dicho en la presentacién, el Disefio Curricular plantea una entrada al estu-
dio de funciones a través de graficos. En un primer momento, se propone analizar grificos
para aprender las convenciones utilizadas al representar un fenémeno, estudiar y carac-
terizar el comportamiento de las variables que intervienen e interpretar informacién. Se
trata, al menos en un inicio, de plantear problemas que exijan una mirada mds global que
puntual. Esto permitird realizar andlisis cualitativos de procesos funcionales incluso antes
de definir conceptos como crecimiento, raices o conjuntos de positividad y negatividad,
por ejemplo. Mds adelante, lo puntual y lo global se retroalimentardn para proporcionar
lecturas mds completas de informacién.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn se presentan situaciones de ensefnanza referidas a dos asuntos principales
a abordar con los estudiantes: el andlisis de la variacion de una variable en funcion de otra
variable, y el abordaje de la relacidn entre una tabla de valores, el grifico cartesiano y una
situacion.

Andlisis de Ia variacion de una variable en funcion de otra variable
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Leer informacién que se encuentra explicita en un grifico en problemas situados en
contextos extramatematicos.

* Calcular valores exactos de las variables que no se encuentran de manera explicita en
un gréfico, a partir de informacién que si se encuentra explicita en problemas situa-
dos en contextos extramatemadticos.

e Comparar distintas variaciones de una de las variables en funcién de la otra en pro-
blemas situados en contextos extramatemdticos.
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Problema

El siguiente grifico describe la cantidad de agua que contiene el tanque de una casa
en los distintos horarios de un dia.

1000

800T

600T

Litros de agua

4001

2001

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Hora del dia

a) Identificd en qué momentos se estd vaciando el tanque. ;Cudndo se vacia
mds rapido?

b) Identificd en qué momentos se estd llenando el tanque. ;Cudndo se llena
mds rapido?

Para resolver la primera parte del {tem a) de este problema, los estudiantes podrian identi-
ficar de manera cualitativa los tramos descendentes del gréfico. Sin embargo, la respuesta
que solicita el problema es cuantitativa, en el sentido de que se deben expresar los inter-
valos de tiempo en los cuales la cantidad de agua desciende. Resulta asi necesario que los
alumnos puedan interpretar dos cuestiones centrales de los grficos cartesianos. La prime-
ra, que el grifico estd compuesto por infinitos puntos “uno al lado del otro”; la segunda,
que cada uno de estos puntos representa tanto un valor correspondiente a la hora del dia
como un valor de la cantidad de agua. En una puesta en comun, el docente podria marcar
algunos puntos que pertenezcan a los tramos identificados y explicitar sus coordenadas,
con el propésito de relacionar sus valores con las variables que representan, analizando
que a medida que el tiempo transcurre la cantidad de agua desciende. A su vez, se podria
aprovechar esta instancia para ubicar estos pares de valores en una tabla, introduciendo un
recurso eficaz para registrar y ordenar algunos datos que exhibe el gréfico.

En la segunda parte del item a), puede suceder que los estudiantes lo resuelvan desde una
interpretacion de cardcter cualitativo o desde una perspectiva cuantitativa a partir de los
valores de las variables. Algunos podrian afirmar que el tanque se vacia mds rdpido entre
las 6 y las 8 horas porque desciende de manera mds pronunciada que entre las 18 y las 22.
A partir de una resolucién de este tipo, resultaria necesario intervenir con el objetivo de
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que el estudiante pueda fundamentar de manera cuantitativa esta afirmacién basada en
una interpretacién perceptual. Por ejemplo, es posible proponer el cdlculo de la cantidad
de litros por hora que salen del tanque utilizando los valores leidos del grifico al resolver
la primera parte:

Horas del dia

6 1000
8 600
18 1000
22 400

Entre las 6 y las 8 transcurren 2 horas y la cantidad de agua desciende 400 litros, por lo
que salieron 200 litros por hora. Entre las 18 y las 22 transcurren 4 horas y la cantidad de
agua desciende 600 litros, por lo que salieron 150 litros por hora.

Otra manera de fundamentar podria apoyarse en la eleccién de otros puntos que perte-
nezcan a los tramos y que permitan comparar la variacién de los litros de agua de manera
directa, manteniendo fija la variacién en horas. Por ejemplo, se podria identificar el punto
correspondiente a las 20 horas y estimar que la cantidad de agua en el tanque a esa hora
es mayor a 600 litros. En ambos tramos, entre las 6 y las 8 y entre las 18 y las 20, transcu-
rren 2 horas. Pero en uno la cantidad de agua disminuye 400 litros y en el otro disminuye
menos de 400 litros, por lo que en el primero desciende mds rdpido.

Estas dos resoluciones que se apoyan sobre los valores de las variables podrian ponerse en
relacién en un espacio colectivo de trabajo. Por ejemplo, proponiendo calcular la cantidad
de agua que contiene el tanque a las 20 horas. Si bien es posible estimar este valor a partir
de la lectura del grifico, el punto que lo representa no se encuentra sobre la cuadricula,
por lo que no se puede tener certeza sobre su segunda coordenada. Habiendo identificado
que entre las 18 y las 22 el agua desciende a razén de 150 litros por minuto, se puede de-
terminar que entre las 18 y las 20 descendié 300 litros, por lo que a las 20 horas el tanque
tendrd 700 litros. Si bien este problema puede resolverse sin utilizar conocimientos espe-
cificos de funciones lineales, intervenciones como la descrita pueden constituirse como un
comienzo del trabajo sobre ese contenido.

La relacion entre una tabla de valores, el grafico cartesiano y una situacion
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

e Establecer relaciones entre tablas de valores y gréficos cartesianos a partir de la lectura
de informacién explicita y no explicita que se encuentra en los gréficos.

* Estimar valores no explicitos de las variables cuya relacidn estd representada a través
de un gréfico en problemas situados en contextos extramatemadticos.

e Comparar distintas variaciones de una de las variables en funcién de la otra en pro-
blemas situados en contextos extramatemadticos.

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



Problema

Una piedra se deja caer desde la terraza de un edificio de 180 metros de alto. La
siguiente tabla muestra distintas alturas de la piedra en funcién del tiempo, en su
recorrido hasta llegar al piso.

Tiempo (segundos) 0 1 2 3 4 5 6
Altura (metros) 180 175 160 135 100 55 0

<Cudl o cudles de estos grificos pueden representar la situacién? ;Por qué?

—
ool
(=}
—
(o)
S

~ 180

Altura (m)
Altura (m)

Altura (m

Para resolver este problema es necesario que los estudiantes estimen las coordenadas de
algunos de los puntos de los graficos, interpretando de manera adecuada la escala esta-
blecida en los ejes. Por ejemplo, en el primer grifico podrian marcar el punto medio del
segmento e inferir que, en este caso, a los 3 segundos la piedra se encontraria a 90 metros
de altura, dado que la coordenada x “estd en el medio” entre 0 y 6, y la coordenada y “estd
en el medio” entre 0 y 180. Asi podrian descartar este grifico a partir de que los valores
hallados no se corresponden con los de la tabla. Los otros dos gréficos los podrian analizar
sobre la base de la interpretacién que hicieron en el primero. Observando que el segundo
grafico “estd por arriba” y que el tercero “estd por abajo” del primero, se puede concluir
que a los 3 segundos la piedra estd a una altura mayor a los 90 metros en el segundo gra-
fico y a una altura menor en el tercero. A partir de esta interpretacién podrian descartar el
tercer grafico y afirmar que el segundo puede corresponder a la situacién.

El problema también se puede resolver analizando la variacién de los valores de la tabla y
relaciondndolos con la “forma” de los graficos. A partir de la diferencia entre los valores
de las columnas, se puede ver que no se trata de una situacién de variacién uniforme, por
lo que su gréfico no puede ser una recta. Se puede observar también que al comienzo del
proceso la variacién es menor que al finalizar.
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Tiempo (segundos) 0 1 2 3 4 5 6

Altura (metros) 180 175 160 135 100 55 0

NN NN N NS
5 15 25 35 45 55

Estas dos cuestiones se podrian analizar también sobre los gréficos, eligiendo algunos pun-
tos y estimando sus coordenadas o la variacién de ellas.

A Altura (m) A Altura (m) A Altura (m)
180‘& 180 = 180’&
£ £ ¢
E N
3 N, . N
0 6 0 6 0 6
Tiempo (s) Tiempo (s) Tiempo (s)

En el primer gréfico la variacién es uniforme, ya que cada un segundo que transcurre la
variacién de la altura es la misma. En el segundo grifico la variacién de la altura es menor
al comienzo y va aumentando a medida que transcurre el tiempo. En el tercer grafico su-
cede lo contrario, la variacién es mayor al principio y menor al final del proceso.

Este problema estd propuesto para trabajar con los alumnos una aproximacién a las funcio-
nes a través de grdficos. Sin embargo, resulta necesario no perder de vista que en el futuro
se abordardn contenidos relacionados con funciones lineales. Es por esto que, luego del
trabajo con un problema de este tipo, serfa importante compartir con toda la clase una
resolucién que ponga el foco en el andlisis de las variaciones, aunque no haya sido una es-
trategia elaborada por los alumnos. Esta deberia incluir la explicitacién de la relacién entre
la representacién de la variacién en la tabla de valores (los arquitos con las diferencias) y
en el grafico de la funcién (las variaciones en los ejes), como se muestra en los graficos an-
teriores. De esta manera se podrd comenzar a abordar la relacién entre el tipo de variacién
y la forma del grifico que representa una situacién. Como se mencioné anteriormente,

intervenciones como la descrita pueden constituirse como un comienzo del trabajo sobre
funciones lineales.
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Funcion lineal y ecuacion de la recta

Inicialmente, el trabajo que se propone en torno a las funciones lineales estd relacionado
con la caracterizacién de los procesos de variacién uniforme y su diferenciacién de los que
no lo son. Luego, se analizardn las férmulas de estas funciones y sus pardmetros.

De este modo, las funciones de proporcionalidad directa serdn un caso particular de las
lineales, compartiendo todas sus caracteristicas y agregando otras.

Es necesario aclarar que, si bien existe un apartado especifico dedicado a la ensenanza de
ecuaciones e inecuaciones, aqui se incluird el planteo y la resolucién de ecuaciones en el
andlisis de los problemas. Se tratard a las ecuaciones como un instrumento de resolucién
de distintas situaciones vinculadas a las funciones lineales. En el apartado “Ecuaciones e
inecuaciones”, en cambio, se propone abordarlas como un objeto matemdtico en si mis-
mo, a la vez que estudiar distintos modos de resolucién.

Intervenciones de ensenanza

A continuacién se presentan situaciones referidas al trabajo con fgrmulas para describir
procesos de variacion uniforme, y grdficos de funciones lineales y ecuacion de la recta.

Férmulas para describir procesos de variacion uniforme
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

e Hallar imdgenes y preimdgenes en problemas que describen procesos de variacién
uniforme situados en contextos extramatemdticos.

* Identificar y producir férmulas que modelicen procesos de variacién uniforme en
situaciones extramatematicas.

* Reconocer e interpretar el significado de los valores de los pardmetros de una férmula
de variacién uniforme en términos de un problema extramatemdtico.

El propésito del siguiente problema es que los estudiantes produzcan valores relacionados
de las variables en un proceso de variacién uniforme y que, luego, sobre esa base, estudien
de qué manera una férmula representa la relacion establecida por la situacién y permite
potencialmente obtener todos los valores relacionados.
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Problema

Una sustancia se encuentra a 25 °C y a partir de un momento determinado su tem-
peratura comienza a descender de manera uniforme a razén de 2 °C por minuto.

a) ;Qué temperatura alcanzé la sustancia 15 minutos después del comienzo del
proceso?

b) ;En cudnto tiempo la sustancia alcanzé los 0 °C?

¢) Indicd cudl o cudles de estas férmulas permite/n calcular la temperatura de la
sustancia, medida en grados centigrados, en funcién del tiempo, medido en
minutos, desde el inicio del proceso.
» T'=25-¢-2
» T'=-2.1+25
» T'=25-2
» T=25-2-¢

Se sugiere organizar una resolucién en parejas de los primeros dos {tems y realizar luego

una puesta en comun. A continuacién, se podra proponer a los alumnos resolver el item c).

Los estudiantes podrian resolver el item a) de distintas maneras:

Restar 2 sucesivamente a partir de 25. Por ejemplo, razonando que, como la tem-
peratura desciende 2 grados por minuto, en los primeros 10 minutos descenderd 20
grados hasta los 5 grados, y en los 5 minutos restantes descenderd 10 grados mds,
hasta los -5 grados. El docente podrd invitar a pensar de qué manera se puede saber
la cantidad total de grados que desciende la temperatura de la sustancia sin necesidad
de restar sucesivamente.

Calcular la cantidad de grados que desciende la temperatura a través de la cuenta
2 .15 =30 y luego hallar la temperatura final mediante el cdlculo 25 - 30 = -5. El
docente podrd sugerir a los alumnos que traten de expresar las dos cuentas como un
solo cdlculo combinado.

Plantear y resolver el cdlculo 25 - 2 - 15 = -5.

Para resolver el item b) los estudiantes podrian utilizar estrategias mds o menos asociadas

a las resoluciones del {tem anterior:

Restar sucesivamente a partir de 25. Al igual que en el item anterior, restar primero
los 20 grados correspondientes a los primeros 10 minutos: 25 - 20 = 5. Luego restar
dos veces mds 2 grados hasta llegar a 1 grado. En ese momento puede suceder que
algunos alumnos razonen que, si en un minuto la temperatura desciende 2 grados,
es necesario que transcurra medio minuto mds para que descienda 1 grado. Otros

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



podrian expresar que no es posible que llegue a 0 grados porque si transcurre un
minuto mds la temperatura llega a -1. En este dltimo caso el docente deberia inter-
venir con el objetivo de habilitar la posibilidad de que no sea una cantidad entera de
minutos y que los alumnos reconozcan y utilicen la proporcionalidad de la variacién.
* Hallar un valor de tiempo de manera que al multiplicarlo por 2 dé 25. A partir de
pensar que a 25 se le debe restar la cantidad de grados que desciende la temperatura
y que, para que llegue a 0 grados, se le debe restar 25. Es posible que estos alumnos
realicen las cuentas para mostrar y/o validar las respuestas:
» 12,5.2=25y25-25=0
» 25-2-125=0
e Plantear la ecuacién 25 - 2x = 0 e intentar resolverla. Esta estrategia solo estard dis-
ponible para aquellos estudiantes que tengan conocimientos sobre ecuaciones.

Luego del trabajo con estos dos items se prevé que se realice una puesta en comun para
socializar diferentes estrategias de resolucién.

Para el caso del item b), es importante que el docente pregunte si la relacién entre las
variables del problema es de proporcionalidad directa. Seguramente algunos estudiantes
dirdn que se trata de una relacién de proporcionalidad inversa, porque a medida que au-
menta el tiempo disminuye la temperatura. Para fundamentar que no se trata de ninguna
de esas relaciones, el docente podrd mostrar un contraejemplo.

Con el objetivo de poner el foco en la proporcionalidad de la variacién, se podrd exhibir
una resolucién en la cual esta se ponga en juego. Por ejemplo, alguna que utilice una
variacién de tiempo de medio minuto y en la que la temperatura descienda 1 grado. A
continuacién se podrd concluir y registrar lo siguiente:

En los procesos de variacién uniforme la variacién es proporcional. Asi, si en un
minuto la temperatura disminuye 2 grados, en dos minutos disminuird 4 grados y,
para que disminuya 1 grado, debera transcurrir medio minuto.

Para la resolucién del item ¢), es posible que los estudiantes intenten generalizar la estruc-
tura del cdlculo combinado que utilizaron en los items anteriores.

Luego de un tiempo de resolucién, es pertinente proponer una instancia colectiva de
trabajo para analizar dos maneras de decidir cudl o cudles de las f6rmulas son correctas.
Por un lado, es posible escribir una férmula que traduzca los cdlculos hechos en las partes
a) y b). Para eso, los estudiantes tendrdn que analizar que el cdlculo que hicieron consis-
te en restarle a 25 la cantidad de grados que disminuye la temperatura en un tiempo *.
Como disminuye 2 grados por minuto, en # minutos disminuird 2# grados, por lo que una
formula posible es 7= 25 - 2¢. El profesor podrd traccionar para que reconozcan la equi-
valencia con la férmula 7= -2z + 25, que se obtiene aplicando la propiedad conmutativa
de la suma.
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La primera férmula podrd ser descartada analizando que el cilculo que propone es el de
una temperatura que aumenta 25 grados por minuto, lo que no se corresponde con el
problema planteado.

Por tltimo, la tercera expresién propuesta no es una férmula, sino un cdlculo a partir del
cual se puede hallar la temperatura al minuto de iniciada la medicién. No sirve para calcu-
lar la temperatura en cualquier momento.

Otra forma de resolucién, que seguramente quede a cargo del docente, consiste en anali-
zar si los pares de valores hallados verifican cada una de las férmulas. Esta estrategia puede
combinarse con una mds vinculada a un andlisis del contexto, para descartar algunas de las
opciones. Por ejemplo, a partir de la descripcion de la situacién se puede determinar que
los valores de la temperatura serdn 25, 23, 21, 19, 17,... ; para los valores de tiempo 0, 1,
2, 3,4,... . Luego se podria analizar si utilizando las f6rmulas con cada uno de esos valores
de tiempo se obtienen los valores de temperatura correspondientes. Se trata, entonces, de
determinar si los pares de valores verifican la ecuacidn para validar si la férmula es o no
correcta.

Serd necesario discutir con el conjunto de la clase los alcances de esta estrategia de valida-
cién. Si bien es adecuada para descartar las férmulas incorrectas, puede resultar insuficiente
para validar las que son correctas, pues podria suceder que exista un par de valores que no
se haya considerado y que no las verifique.

Cabe aclarar que, en este caso, para determinar que la férmula es correcta es suficiente
que dos pares de valores la verifiquen. Sin embargo, es muy probable que la fundamenta-
cién de por qué con esto alcanza escape a los objetivos de este problema, en el marco del
proyecto de ensefanza y del recorrido pensado por el docente. A pesar de esta cuestion,
se podria explicitar que en este caso alcanza con probar con dos pares de valores porque
se trata de una variacién uniforme, dejando instalada la validacién de este hecho como
cuestion a trabajar en las clases y con los problemas a futuro.

El siguiente problema pone en escena la nocién de variacién uniforme, que resulta nece-
saria para la resolucién.

Problema

Un automévil se desplaza a velocidad constante sobre una ruta. Se sabe que luego
de una hora de haber partido se encuentra en el kilémetro 100 de la ruta y luego de
tres horas de haber partido se encuentra en el kilémetro 260. Continda el trayecto
hasta llegar a una ciudad que se encuentra en el kilémetro 564.

a) ;A qué distancia se encontraba a las 2 horas y media de haber partido?
b) ;Cudnto tiempo duré el viaje?
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En parejas, los alumnos podrdn iniciar la resolucién de la parte a) del problema.

Es probable que algunos estudiantes supongan que existe una relacién de proporcionali-
dad directa entre el tiempo transcurrido y la posicién del auto en la ruta. Asi, si consideran
que a la hora de haber partido estaba en el kilémetro 100, entonces a las 2,5 horas —que
resulta de multiplicar a 1 por 2,5— estard en el kilémetro 2,5 - 100 = 250. Como no resul-
ta verosimil que en media hora, lo que resta para llegar a las 3 horas, haya recorrido solo
10 km, el docente podrd preguntar si ese resultado es coherente con los datos. A partir de
esta pregunta, los alumnos podrdn analizar si disponen de alguna otra estrategia. En caso
de no encontrarla, el desarrollo que hayan hecho podrd retomarse en la puesta en comun.

El propésito central de la discusién colectiva consistird en rechazar el modelo proporcional,
y focalizar sobre la variacién uniforme. El ejemplo antes presentado resultard pertinente
para debatir acerca de por qué un modelo de proporcionalidad directa no es adecuado.

Una vez descartada la proporcionalidad directa, los estudiantes podrdn proponer otras
estrategias para resolver el problema. El docente podrd ubicar los datos en una tabla para
trabajar sobre ellos:

Ubicacién en la ruta

o (! 00 ) 160

Aqui se puede ver que en 2 horas (3 h - 1 h) el auto recorre 160 km (260 km - 100 km),
es decir que en 1 hora recorrerd la mitad, 80 km.

Serd necesario recordar qué es la velocidad, teniendo en cuenta que alcanza con una idea
intuitiva. Por ejemplo, se puede decir que es la distancia que recorre un mévil por unidad
de tiempo; en este caso, la cantidad de kilémetros en cada hora. Es asi que se puede decir

que la velocidad del auto es de 80 km/h.

Ahora bien, resulta importante aclarar que la distancia que recorre el auto en funcién del
tiempo si es una relacién de proporcionalidad directa, pero no lo es su posicién en la ruta.
Esta es una de las conclusiones que deberia quedar registrada.

Sabiendo que recorre 80 km en cada hora, alas 2 horas estard en el kilémetro 100 + 80 = 180.
En media hora el auto recorre la mitad de distancia que en 1 hora, es decir 40 km. Luego,
a las 2 horas y media estard en el kilémetro 180 + 40 = 220.

El docente podrd preguntar desde qué kilémetro de la ruta parti6 el auto. Los estudiantes
podrdn volvera usar la distancia recorrida en 1 hora para responder. Siala hora de haber par-
tido, el auto estaba en el kilémetro 100, 1 hora antes estaba en el kilémetro 100 - 80 = 20.
Este dato es otra evidencia de la no proporcionalidad: cuando la variable independiente es
0, la variable dependiente no vale 0.
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La parte b) puede ser resuelta en parejas.

Seguramente, una gran parte de los alumnos intente encontrar la solucién a través de en-
sayos sucesivos, como los siguientes:

Tiempo ‘ Ubicacién en la ruta
1 100
3 260
4 260 + 80 = 340
5 340 + 80 = 420
6 420 + 80 = 500
6,5 500 + 40 = 540
6,75 540 + 20 = 560

Llegado este punto, o antes, muchos abandonardn la basqueda. Con ayuda del docen-
te, en la puesta en comun, podria hallarse el tiempo que se tarda en recorrer los 4 km
faltantes, para concluir que se trata de una estrategia costosa, y que segiin los nimeros
involucrados, puede resultar muy dificil encontrar el valor del tiempo.

Si no hubiese surgido por parte de los alumnos, el profesor podrd proponer hallar una
férmula que represente la posicién del auto en la ruta en funcién del tiempo. Una posibi-
lidad consiste en analizar los cilculos realizados a partir de la posicién inicial, 20 km, y la
velocidad, 80 km/h, para cada una de las posiciones anteriores.

Tiempo ‘ Ubicacién en la ruta ‘ Célculo
1 100 20 + 80
3 260 20+ 80 -3
4 260 + 80 = 340 20 +80-4
5 340 + 80 = 420 20+80-5
6 420 + 80 = 500 20+80-6
6,5 500 + 40 = 540 20 + 80 - 6,5
6,75 540 + 20 = 560 20 + 80 - 6,75

A partir de un andlisis de la estructura del cdlculo serd posible plantear la férmula
P =20 + 80z, donde P representa la posicién del auto y 7 el tiempo en horas desde que
parti6. La férmula resulta necesaria para hallar cudnto durd el viaje sin necesidad de pro-
bar con muchos valores:

Al finalizar el viaje, la posicién Pvale 564. Si se sustituye ese valor en la f6rmu-
la se obtiene una ecuacién de donde se puede hallar el valor de #
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20 + 807 = 564

807 =564 - 20

80z = 544
t=544 + 80
t=06,8

La estrategia que utiliza la férmula deberia quedar registrada en las carpetas de los alum-
nos, incluyendo tanto la produccién de la férmula como el planteo y la resolucién de la
ecuacion.

Como el valor del tiempo para el cual el automévil se encontraba en el kilémetro 564
de la ruta no era “redondo”, resulté dificil calcularlo haciendo aproximaciones con
la velocidad.

Para hallar ese valor de una manera més eficiente, primero obtuvimos la férmula que
permite calcular la posicién del auto en funcién del tiempo, a partir de los cdlculos
que realizamos para hallar distintas posiciones:

P =20+ 80z

Luego utilizamos esa férmula para plantear y resolver una ecuacién cuya solucién
fuera el valor del tiempo buscado.

20 + 80z =564
807 =564 - 20
80r = 544
t=544 + 80
t=06,8

En ocasiones, para hallar valores exactos de manera més eficiente, es conveniente
construir una férmula y plantear y resolver una ecuacion.

Graficos de funciones lineales y ecuacion de la recta
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

 Hallar imdgenes y preimdgenes en problemas que describen procesos de variacién
uniforme situados en contextos intramatemdticos.

e Producir graficos de funciones lineales a partir de su férmula.

e Identificar si un punto dado como par ordenado pertenece al grafico de una funcién
lineal dada.

. L4 ’ 4

* Reconocer e interpretar la relacién entre los valores de los pardmetros de la férmula

de una funcién lineal o de la ecuacién de una recta y su grifico.
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El siguiente problema permite trabajar sobre la confeccién del grifico de una funcién
lineal y sobre su concepcién como el conjunto de puntos cuyas coordenadas verifican la
ecuacién o estdn relacionadas por la férmula.

Problema
Realizi el gréfico de la funcién lineal representada por la férmula f(x) = 2x + 1.

a) ¢Es cierto que el punto A = (500 ; 1001) pertenece al gréfico de la funcién?

b) Completa las coordenadas faltantes de estos pares ordenados de manera que
representen puntos pertenecientes al grfico de la funcién. Luego ubicalos en
el grafico.

y (2,255...)
» (<0,5;...)
» (...;20)

y (L. -11)

Para el aprendizaje de la confeccidn de graficos es necesario que cada alumno se involucre
en la construccién de manera individual y lo haga en variadas oportunidades, con dis-
tintos tipos de gréficos y férmulas. Los gréficos se deben diferenciar en sus caracteristicas
—creciente y decreciente, por ejemplo— y las férmulas en sus pardmetros —pendiente y
ordenada al origen—, de manera que ofrezcan diversidad en la magnitud y el signo de los
nimeros involucrados, la escala a elegir, etc. Esto no quiere decir que los estudiantes no
puedan discutir en parejas o grupos sobre cémo realizar los gréficos y cudl es la manera
mds conveniente de hacerlo. Pero si se quiere remarcar que, ademds de esas instancias, es
necesaria la produccién concreta individual de cada alumno. El foco no estd puesto en
dibujar, sino en la relacién entre los pardmetros, las caracteristicas y el grafico.

Con el objetivo de realizar el grfico de la funcién, es probable que algunos estudiantes
confeccionen una tabla de valores utilizando la fé6rmula, para luego ubicar los puntos en
un sistema de ejes cartesianos. Para finalizar, es posible que tracen la recta que pasa por
esos puntos. Sin embargo, existe la posibilidad de que los puntos marcados no les queden
alineados, a causa de distintos errores cometidos. Algunos de estos pueden ser:

* No ubicar bien los puntos por interpretar de manera incorrecta cudl coordenada
corresponde a cada eje.

* No tener en cuenta una escala en alguno de los ejes o no utilizarla de manera correcta.

* No ubicar bien los puntos que se deben colocar sobre los ejes, debido a que una de
sus coordenadas es cero.

* Realizar una mala estimacién de los valores que no estdn presentes de manera expli-
cita en la escala.
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Otros alumnos podrian obtener las coordenadas de dos puntos mediante la férmula y
trazar una recta que pase por ellos. Estos estudiantes se basan en que el grafico de una
funcidn lineal es una recta y, por lo tanto, alcanza con dos puntos para graficarla.

Dependiendo de los conocimientos de los alumnos y del momento en que se plantee
este problema en el recorrido de ensefanza, los estudiantes también podrian producir el
gréfico a partir de la ordenada al origen y la pendiente. Por ejemplo, ubicando primero
la ordenada al origen sobre el eje y, y luego marcando al menos un punto utilizando la
nocién de que la pendiente es el valor de la variacién de la coordenada correspondiente al
eje y por una unidad que varia la coordenada correspondiente al eje x. Al realizar el gréfico
de esta manera puede suceder que los alumnos utilicen de manera incorrecta la escala,
utilizando una longitud del eje y para el valor de la ordenada al origen y otro valor para
la variacién de la segunda coordenada de los puntos. Este error se puede evidenciar al in-
tentar marcar un punto de la recta cuya primera coordenada sea negativa, dado que no se
podrd ubicar sobre ella. Por ejemplo, el punto (-0,5 ; 0) que se pide obtener en el item b).

El item a) tiene el propdsito de movilizar la nocién ligada a que las coordenadas de los
puntos que pertenecen a la recta tienen que verificar su ecuacién. Por ese motivo se pre-
gunta por un punto que no es posible graficar. Algunos alumnos podrian manifestar que
no es posible responder la pregunta porque no se puede hacer un gréfico tan grande. Otros
podrian realizar otro grifico con una escala que les permita marcar ese punto, aunque la
pérdida de precisién no les posibilite efectivamente saber si el punto pertenece al grifico.
También habrd estudiantes que afirmen que si pertenece a la recta porque si se reemplaza x
por 500 en la fé6rmula se obtiene el valor 1001. Resultaria importante comparar estos tres
abordajes en un espacio colectivo de trabajo, y concluir que para afirmar que un punto
pertenece 0 no a una recta no es necesario realizar el grafico.

El item b) tiene distintos propésitos. El docente puede utilizar esta instancia para que los

alumnos revisen los grificos producidos al comienzo del problema. Otro de los propésitos
es que los estudiantes hallen preimdgenes de la funcién. El profesor podria luego invitar
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a los alumnos a verificar, de manera aproximada, que los puntos hallados pertenecen al
gréfico de la recta.

El problema que se presenta a continuacién tiene por objetivo que los alumnos pongan
en juego diferentes caracteristicas de las funciones lineales estudiadas para reconocer cudl
es su gréfico.

Problema

Indicd cudl puede ser el grafico de la funcién determinada porla férmula f(x) = 3x - 1.
Explicd por qué lo elegiste y por qué rechazaste los demds.

R N I

-

Los estudiantes podrén resolver el problema de a pares, luego de lo cual se podra debatir
acerca de la eleccién del gréfico y las razones.

Los estudiantes podrdn poner en juego diferentes estrategias:

* Determinar las coordenadas de al menos un par de puntos a través del gréfico y com-
probear si verifican la ecuacién de la recta.

e Analizar qué gréficos tienen ordenada al origen -1, lo cual permite descartar al pri-
mero y al segundo de ellos.

* A partir de las coordenadas conocidas de un punto, usar la pendiente —correcta o
incorrectamente— para hallar uno o varios puntos mds.

* Considerar que la pendiente positiva implica que la recta es creciente, lo que lleva a
descartar el segundo grafico.

e Combinar algunas de las estrategias anteriores.

Seguramente, los estudiantes llegardn a la conclusién de que no alcanza con considerar
uno solo de los aspectos anteriores, debido a que no permiten descartar por si solos tres de
los gréficos. Esto podrd retomarse en la puesta en comun, luego de la cual podria dejarse
registrada alguna estrategia que permite seleccionar el gréfico adecuado. Por ejemplo:
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Para resolver el problema se analizaron diferentes caracteristicas de los grificos para
saber cudl correspondia a la funcién lineal presentada. Por ejemplo:

* El punto (0; -1) debe pertenecer al grifico porque f(0) =3-0-1=-1.

* La funcién lineal de férmula f(x) = 3x - 1 tiene ordenada al origen -1, lo cual
significa que su grafico corta al eje y en el punto (0; -1).

* Lapendiente de la recta es 3. Como es positiva, la funcién es creciente. Ademds,
por cada unidad que aumenta el valor de x, el valor de y aumenta 3 unidades.

Mds en general, podemos decir que existen distintas caracteristicas de los gréficos de
las funciones lineales que se vinculan con sus férmulas:

* Los puntos que pertenecen a un gréfico deben verificar la f6rmula.

* La ordenada al origen es el valor de y del punto de interseccién entre el gréfico
y el eje y.

* Elsigno y el valor de la pendiente se relacionan con el crecimiento o el decre-
cimiento de la funcién.

Generalmente no alcanza con considerar uno solo de los aspectos anteriores, debido
a que no brindan por si solos todas las caracteristicas del gréfico y de la funcién.

En el problema resuelto una sola de las caracteristicas no permitia descartar tres de
los gréficos para poder elegir uno.

Ecuaciones e inecuaciones

Una de las formas en que se espera que las ecuaciones lineales sean presentadas es a partir
del trabajo con funciones, en la bisqueda de aquellos valores de la variable independiente
donde la funcién toma un cierto valor predeterminado. Sin embargo, uno de los objetivos
finales es que los alumnos logren conceptualizar a las ecuaciones como la expresién de
una condicién sobre un conjunto de niimeros que tiene asociada un conjunto solucién,
en contraposicién a que sea interpretada como una “igualdad con incégnita’. Es por este
motivo que se propone el tratamiento de las ecuaciones sin solucién y las ecuaciones con
infinitas soluciones al mismo tiempo que las que poseen solucién tnica, y no solamente
como casos “raros’. Se propone también el tratamiento de inecuaciones con una variable.

Tanto para resolver ecuaciones como inecuaciones, es posible apelar a las representaciones
gréficas. Pero para poder realizar resoluciones de este tipo es necesario tener conocimien-
tos que permitan coordinar los registros de representacién gréfico y algebraico. No se trata
solo de “mirar”. Por este motivo es esencial que se presenten situaciones en donde se pon-
ga en cuestién la relacién entre la representacién grafica y la resolucién de una ecuacién
y/o de una inecuacién.
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Intervenciones de ensenanza

A continuacién se presentan situaciones referidas al trabajo con la resolucion de ecuaciones
y con la coordinacién entre la resolucion algebraica y grifica de problemas que se modelizan
con ecuaciones o inecuaciones lineales con una variable.

La intencién es proponer algunos ejemplos de cierto tipo de actividades que abonan a la

comprensién de distintas cuestiones referidas a las ecuaciones:

La nocién de ecuacién como una funcién proposicional, es decir que al sustituir la/s
variable/s por valores se transforma en una afirmacién que puede ser verdadera o falsa.
La nocién de solucién de una ecuacién como el conjunto de valores que hacen ver-
dadera la igualdad.

La existencia de ecuaciones con distinta cantidad de soluciones: con solucién tnica,
con varias soluciones, con infinitas soluciones y sin solucién.

La existencia de distintas estrategias de resolucién: ligadas a relaciones aritméticas,
por medio de cdlculo mental, por medio del andlisis de la estructura de un cdlculo y
a partir de transformaciones algebraicas.

La nocién de ecuaciones equivalentes y la existencia de distintas operaciones que
dejan invariante el conjunto solucién.

Cabe aclarar que en este caso no se refiere a la ensenanza de las ecuaciones en tanto un

conjunto de técnicas algoritmicas que permiten resolverlas. Sin embargo, esto no invalida

que los alumnos deban aprender y poseer un repertorio de técnicas algebraicas que les

permitan resolver ecuaciones. Lo que se intenta poner de manifiesto es que estas técnicas

deben estar ligadas a conocimientos previos, a estrategias de resolucién y a objetivos que
las doten de sentido.

Resolucion de ecuaciones

Se espera que cada estudiante sea capaz de:

Resolver ecuaciones del tipo

x+a=b
Xx-a=b
a-x = b (con a=0)
x:a = b (con az0)
a:x==b

apelando a operaciones inversas.

Resolver ecuaciones del tipo - x + b = ¢ (con a=0) a partir de analizar la estructura
del cilculo.
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* Resolver ecuaciones con solucién dnica, sin solucién y con infinitas soluciones del
tipoa-x + b =c-x+d(conay cno simultdneamente nulos) a través de transfor-
maciones algebraicas.

En el siguiente problema se le propone a los alumnos determinar si un valor de la variable
es 0 no solucién de una ecuacién. Se trata de que puedan interpretar que la letra puede
tomar cualquier valor y que solo algunos de ellos (o todos, o ninguno) hacen verdadera la

igualdad.

Los estudiantes podrdn resolverlo en pequefios grupos.

Problema

Para cada una de las siguientes ecuaciones, indicd si x = -2 es 0 no solucién.

a)2x+1=-3 b) 3x+2=x-6 o)x+3=3+x d)x?+x-2=2+x

Para todas las ecuaciones presentadas, los alumnos podrian reemplazar la variable por el
valor -2 y comprobar si verifica o no la igualdad. De esta manera podrian decir que -2 es
solucién de las ecuaciones a), ¢) y d), pero que no lo es de la b).

Algunos estudiantes podrian intentar resolver las ecuaciones y comparar la solucién obte-
nida con -2. Para la ecuacién a) podrian utilizar conocimientos aritméticos y de cdlculo
mental, pensando que 2x debe ser -4, para que al sumarle 1 el resultado sea -3. Luego,
a partir de alli, deducir que x debe valer -2. Para la ecuacién b) no resulta tan sencillo
utilizar conocimientos aritméticos y de cdlculo mental. Sin embargo, podria ser que los
alumnos ensayen distintos valores y los vayan “ajustando” hasta obtener la solucién. La
estrategia de reemplazar el valor de x por -2 en la ecuacién c) también es valida, aunque
a algunos estudiantes les llame la atencién su estructura y digan que cualquier niimero
que se reemplace va a dar lo mismo en ambos lados del signo igual. La introduccién de la
ecuacién d) tiene como propdsito obturar las estrategias algebraicas de resolucién (en caso
de que las tengan disponibles) o la de probar con varios valores, debido a que los cdlculos
implicados son mds complicados.

Todos estos asuntos deberian discutirse en la puesta en comtn. Ademds, resulta impor-
tante e interesante dedicar algunos momentos a pensar acerca de la ecuacién x + 3 = 3 + x.
Al analizar su estructura, puede verse que ambos miembros son iguales para todo valor de x.
Luego, al reemplazaralavariable por un nimero cualquiera, se obtiene en todos los casos una
proposicién verdadera. Es asi que todos los niimeros reales son solucidn, en particular x = -2.
La técnica de reemplazar permite determinar si un valor es solucién, pero no informa
cudles son todas las soluciones a menos que se haga un andlisis mds completo.
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Como producto del trabajo colectivo se podria dejar registrado lo siguiente:

Para saber si un ndmero es solucién de una ecuacidn, alcanza con sustituir la varia-
ble por ese niimero. Si se obtiene una proposicién verdadera, entonces es solucion.
Si se obtiene una proposicién falsa, no lo es.

Por ejemplo, para analizar si 2 es solucién de la ecuacién (2x — 1)°=9, se sustituye
en lugar de la variable y se hace el cdlculo:
2.2-1)°=9
3°-9

Como 9 =9 es una proposicién verdadera, 2 es solucién de la ecuacién.
En cambio, si se considera x = 3, se obtiene:

2-3-1)°=9
52-9

Como 25 =9 es una proposicién falsa, 3 no es solucién de la ecuacién.

El siguiente problema responde a la intencién de poner en cuestién la propiedad unifor-
me, relaciondndola con la conservacién del conjunto solucién de la ecuacién. Como se
dijo anteriormente, uno de los propdsitos de ensefianza es dotar de sentido a las transfor-
maciones algebraicas.

Problema
Una solucién de la siguiente ecuacidn es 3:
-2x+ 8 =4x-10
Sin hacer los célculos, indicd si 3 también es solucién de estas ecuaciones.
2x+8+10=4x-10+ 10
-2x + 18 = 4x
2x+ 18 + 2x = 4x + 2x

18 = 6x
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Los estudiantes podrdn resolver este problema en parejas.

El enunciado propone responder sin hacer los cdlculos, porque se busca que los alumnos
desarrollen otras estrategias, en particular que realicen un andlisis de las transformaciones.
Podrian argumentar que el resultado al reemplazar x por 3 era el mismo en ambos miembros
de la primera ecuaci6n (antes de sumar 10), por lo que luego de sumar 10 también lo serd.

Si bien el enunciado propone no realizar los cdlculos, es posible que a algunos alumnos les
resulte muy complejo pensar en la igualdad o no de los resultados de ambos miembros sin
poder apoyarse en algunos cdlculos concretos. Para situaciones de este tipo, una posible
intervencién consiste en acompanar los razonamientos generales con algunos célculos en
los cuales se reemplace la variable por valores y se hagan las cuentas. Es de suma impor-
tancia no perder de vista que el foco debe estar puesto en el andlisis general, para concluir,
por ejemplo, que el valor 3 también serd solucién de la otra ecuacién porque el resultado
de cada miembro se “modifica de la misma manera” sumando 10. Por ejemplo:

Evalvamos qué pasa con las expresiones de las ecuaciones para x = 3.
Ix+8=x-10 —> -2.32+8=4.3-10
2=2

Cuando x = 3 las expresiones de la primera ecvacion en ambos miembros valen 2.

|o_’_+|o s 2410=2+D0
2¢ 2

~2x + 18 = Hx 12=12

Luego de haber sumado 10 a ambos miembros, las expresiones valen 12, pero siguen
siendo iguales.

Del mismo modo que se analizé anteriormente, las transformaciones que siguen a la
primera también conservan el conjunto solucidén porque, para el valor que es solucién, la
proposicién sigue siendo verdadera. Sin embargo, en algunas de estas transformaciones
hay una diferencia que debe ser tenida en cuenta. Por ejemplo, en una de ellas se suma en
ambos miembros 2x, que es una expresién y no un ndmero. En este caso se podrd razonar
de manera general que, sin importar el valor de x, la expresién 2x tendrd el mismo valor
cuando se suma en ambos miembros, por lo que no modificard la veracidad de la propo-
sicién. De la misma manera que se menciond anteriormente, también se podria realizar
un andlisis no tan general. En el caso que se estd analizando el valor de x es 3, por lo que
cuando se suma 2x se estaria sumando 6 en ambos miembros.

Otro asunto para discutir en la puesta en comin es pensar en que si todas las ecuaciones

anteriores tienen el mismo conjunto solucién, entonces es posible resolver cualquiera de
ellas para hallarlo. El docente podrd preguntar a los estudiantes cudl elegirian y por qué.
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A partir de las respuestas serd posible concluir que la tltima de las ecuaciones tiene la
particularidad de que es posible saber cudl es su solucién sin volver a transformarla, solo
analizando el cdlculo.

El objetivo de los problemas de este estilo, en donde se ponen en cuestién las transforma-
ciones algebraicas, es que los alumnos puedan generalizar la validez de la transformacién
y construir la técnica. En este caso, se podria fundamentar la validez general afirmando
que sin importar el valor de x que hace verdadera la primera proposicién, si se realiza la
misma operacién'® en ambos miembros los resultados seguirdn siendo iguales, por lo que
la proposicién resultante también serd verdadera para ese valor de x.

En la siguiente situacién se propone analizar el caso de una ecuacién sin solucién y otra
con infinitas soluciones.

Problema

a) Malena dice que la ecuacién 2x + 1 = 2x + 3 no tiene solucién porque, sin im-
portar el valor de x, el resultado en ambos miembros va a dar siempre distinto.
sTiene razén? ;Por qué? Discutilo con algunos compaferos.

b) ;Es posible utilizar un razonamiento similar al de Malena para analizar si la
ecuacién 2x + 1 = x + 1 + x tiene o no solucién?

Este problema busca que los alumnos analicen el conjunto solucién de la ecuacién sin
necesidad de realizar transformaciones algebraicas. Se espera que lo hagan por medio del
andlisis de la informacién que portan las expresiones en cada miembro. Para la parte a),
comparando los dos cédlculos que implican las expresiones, podrian establecer que ambos
poseen el término 2x, que en ambos casos tendrd el mismo resultado para cualquier va-
lor de x. Luego, a esas dos expresiones se le suman niimeros distintos, 1 en el miembro
izquierdo y 3 en el miembro derecho, por lo que nunca podrdn dar resultados iguales.
De todas maneras, los alumnos también podrian realizar transformaciones algebraicas,
si es que las conocen y las tienen disponibles. Por ejemplo, operando podrian llegar a la
ecuacién 0 - x = 2. Cabe remarcar que para poder decidir que esta ecuacién no tiene so-
lucién también es necesario realizar una lectura de la informacién que porta el cilculo o
una interpretacion aritmética: se debe poder establecer que no hay ningtin nimero que al
multiplicarlo por cero dé como resultado 2.

Para las ecuaciones que no tienen solucién no serd posible obtener un valor para la variable
que la verifique. Tanto al leer la informacién que porta la ecuacién como al transformarla
en otra equivalente, se obtendrd una expresién que muestre una contradiccién, una pro-
posicidn que es falsa para todos los valores de x.

' En este momento no se analizard la imposibilidad de multiplicar ambos miembros por cero.
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Luego de debatir acerca de la resolucién de la parte a), los estudiantes podrdn resolver la
parte b) en grupos con esos mismos companeros.

Se espera que puedan reinvertir el andlisis que se discutié a propésito de la parte a). En
este caso, los estudiantes podrdn leer que las expresiones de cada miembro son equivalen-
tes, porque son iguales para todos los valores de x. Otros podrdn transformar el miembro
de la derecha y llegar a la misma conclusién:

2x+1=x+1+x
2x+1=2x+1

Seguramente habrd alumnos que sigan transformando la ecuacién para obtener 0 - x = 0
y luego leer la expresién e interpretar que cualquier nimero multiplicado por cero da cero.

En la ecuacién que tiene por solucién a todos los nimeros, tanto al leer la informa-
cién que porta como al transformarla en otra equivalente, se obtendrd una expresién que
muestre una proposicién que es verdadera para todos los valores de x.

Se sugiere dejar registrado en el pizarrén y en las carpetas lo siguiente:

Cuando las ecuaciones no tienen solucién o tienen infinitas soluciones es necesario
realizar interpretaciones.

Por ejemplo, para determinar que la ecuacién 2x + 1 = 2x + 3 no tiene solucién, se
puede establecer que 2x tendrd el mismo resultado para cualquier valor de x y que,
al sumarle dos nimeros diferentes en cada miembro, nunca dardn el mismo niime-
ro, por lo que nunca se verifica la igualdad. Por lo tanto, su conjunto solucién es
vacio, y se simboliza como S=0).

Para determinar que la ecuacién 0 - x = 0 tiene infinitas soluciones, es necesario in-
terpretar que cualquier nimero multiplicado por cero da como resultado cero, por
lo que la igualdad se verifica para cualquier valor de x.

Es importante recordar que los problemas aqui presentados no constituyen una secuencia
de ensenanza, por lo que no resultan suficientes para que los estudiantes construyan un
nuevo contenido. Es necesario que los alumnos tengan distintas instancias en las que se
enfrenten a la resolucién de distintos tipos de problemas que traten el mismo contenido.

Por ejemplo, luego del trabajo con un problema como el anterior, se les podria proponer
realizar una actividad como la siguiente.
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Actividad

Inventa tres ecuaciones:
a) Una cuyo conjunto solucién sea S={-2}.
b) Una cuyo conjunto solucién sea S=0.
¢) Una para la cual cualquier ndmero sea solucién.

A propésito de la dltima conclusién, se puede retomar una cuestién que se mencioné
en el eje correspondiente a Niimeros y dlgebra. Una prictica algebraica que es necesario
explicitar y poner en cuestién con los estudiantes es la de prever la “forma” que debe te-
ner la expresién que permite resolver un problema. En algunos casos, cuando se realizan
transformaciones en un sentido algebraico ya se sabe a lo que se quiere llegar. Por ejemplo,
cuando se resuelve una ecuacién, generalmente se pretende arribar a una expresién de la
que pueda leerse directamente la solucién. Reflexionando en conjunto con los estudian-
tes acerca de la manera en que se puede obtener una expresion de ese tipo, serd necesario
poner en cuestién la conveniencia de realizar unas transformaciones sobre otras. Ademis,
como sucede en el caso de las ecuaciones sin solucién o con infinitas soluciones, se deberdn
considerar también los “momentos” en los que no conviene hacer mds transformaciones,
pues resulta necesario detenerse a interpretar las expresiones.

Resolucion algebraica y grafica de problemas que se modelizan con ecuaciones o
inecuaciones lineales con una variable

Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Resolver ecuaciones del tipo ax + b = ¢ (donde f(x) = ax + b, en problemas en contex-
tos intra- y extramatematicos.

* Resolver graficamente inecuaciones del tipo ax + & < ¢ a partir del andlisis del grafico
de la funcién f(x) = ax + b, en problemas en contextos intra- y extramatemadticos.'”

* Resolver ecuaciones del tipo ax + b = ex + d (donde f(x) = ax + by g(x) = cx + d), en
problemas en contextos intra- y extramatemadticos.

* Resolver grificamente inecuaciones del tipo ax + & < cx + d (donde f(x) = ax + by
2(x) = ex + d), en problemas en contextos intra- y extramatemdticos.

17" Con fines de facilitar la lectura y sin pérdida de generalidad, en todos los indicadores de aprendizaje y problemas
en los que se incluyen inecuaciones se consideran desigualdades con el uso del signo “<”. En todos los casos se podrian

» o« _» w »

expresar inecuaciones andlogas utilizando los signos “>7, “<” y “27.
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Problema

Una pileta se llena de manera uniforme mediante una bomba. La férmula
f(x) = 20x + 70 representa la cantidad de agua que posee la pileta (medida en litros)
en funcién del tiempo (medido en minutos) que transcurre desde que comenzé el
proceso, donde 0 < x < 9. A continuacidn se presenta el grifico de la funcién.

2401
220+
200+
180
1601
140
120+
100+
80
601
40+
20+

Cantidad de agua (L)

\/

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo (m)

a) Sila bomba permanecié encendida hasta que la pileta se llend, ;cudl es la capa-
cidad de la pileta?
b) En qué intervalo la cantidad de agua en la pileta fue menos que 160 litros?

Los estudiantes podrdn resolver, de a dos, la parte a) del problema, luego de lo cual se
sugiere hacer una puesta en comdn.

El inicio del problema tiene por objetivo, por un lado, que los estudiantes se familiaricen
con el modelo. Por el otro, poner en discusién la limitacién del uso de la percepcién para
obtener coordenadas de puntos que pertenecen al gréfico de una funcién.

Los alumnos tendrdn que tomar una primera decisién para pensar en una estrategia de
resolucién: que la bomba estuvo prendida durante 9 minutos, que es un dato proveniente
del dominio de la funcién dado en el enunciado y que también pueden corroborar a partir

del gréfico.

Una vez decidido cudl es el punto a considerar, algunos estudiantes hallardn sus coordena-
das a ojo, mientras que otros usardn la férmula de la funcién.

Situaciones didacticas e intervenciones docentes 262



En la puesta en comtn se puede plantear la falta de precisién y datos para leer la segunda
coordenada del punto, por lo que es necesario usar la férmula. Puede dejarse registrado
lo siguiente:

No siempre es posible saber cudles son las coordenadas de un punto mirando el
grifico de la funcién. Si no hay datos que permitan conocerlas ni estin marcadas,

es necesario usar la formula de la funcién para determinarlas.

En este problema, sabemos que la bomba estuvo prendida hasta x = 9. Para hallar la
cantidad de agua es posible hallar la imagen de ese valor de x:

£(9)=20-9 +70 =250

Luego, la capacidad de la pileta es de 250 litros.

Los estudiantes podrdn resolver en parejas la parte b) del problema.

Seguramente, primero hallardn el valor del tiempo en el que la cantidad de agua es de 160
litros, para lo cual podrén:

* Estimar que el punto (4,5 ; 160) pertenece al grifico de la funcién porque lo observan
“a 0jo”.

* Determinar que el punto (4,5 ; 160) pertenece al grafico de la funcién y luego afirmar
que el momento en que la pileta posee 160 litros es 4 minutos y medio porque su
imagen a través de la funcién es 160, ya que 20 - 4,5 + 70 = 160.

* Plantear y resolver la ecuacién 20x + 70 = 160.

Luego, podrdn afirmar que el intervalo en el que la cantidad de agua fue menor que 160
litros es desde 0 hasta 4 minutos y medio, porque las imdgenes de esos valores a través
de la funcién f'son menores que 160. Desde una interpretacién perceptual y un lenguaje
no preciso, podrdn decir que para esos valores de tiempo los puntos de la recta estdn por
debajo de 160. También podrian basarse en que la funcién fes creciente, por lo que antes
de los 4 minutos y medio la cantidad de agua es menor que 160 litros.

En la puesta en comtn podrd retomarse que primero fue necesario saber en qué momento
la cantidad de agua era exactamente 160 litros. Y que luego se utilizé el crecimiento o de-
crecimiento de la funcién para determinar si el intervalo para el cual la cantidad de agua
era menor fue antes o después de ese momento. De haber surgido, seria también necesario
recordar que las resoluciones “a 0jo” no son suficientes. Si bien pueden servir para realizar
una estimacién, luego es necesario verificar si el valor es o no solucién.

Como uno de los objetivos del trabajo con ecuaciones y funciones es el de conversién y

coordinacién entre registros de representacién, es importante mostrar el razonamiento en
un grafico.

263 Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



240+
220+
200+
180+
160+
140+
120+
100+

Cant. Agua (L)

Cantidad de agua menor que 160 litros

80+
60t
40+
20+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (m)
Tiempo entre 0y 45 minvtos

Este tipo de problema se puede plantear también en una situacién intramatemdtica, liga-
do directamente a la resolucién de una inecuacién. Por ejemplo, a partir de un problema
como el siguiente.

Problema

En el siguiente sistema de coordenadas se ha representado el gréifico de la funcién
f(x) =20x + 70. Usando el gréfico, halld la solucién de la inecuacién 20x + 70 < 160.

=20
-40

De este modo se podria trabajar de manera especifica la resolucién de ecuaciones e inecua-
ciones, desligindolas del contexto extramatemadtico. Para ello el profesor deberd disponer
de instancias colectivas de trabajo en el aula en donde se vinculen y se pongan en relacién
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las resoluciones de ambos problemas. Es importante que el docente explicite que el objeti-
vo es generalizar estas resoluciones de manera que sirvan para cualquier problema similar,
lo que se constituye como uno de los objetivos del trabajo matemadtico en el aula.

Al finalizar la puesta en comun de algunos de estos problemas podria dejarse registrada
alguna estrategia que permita resolver una inecuacién lineal apoydndose en un grifico. Por
ejemplo, a partir de este tltimo problema podria concluirse:

Para resolver la inecuacién 20x + 70 < 160 es posible apoyarse en el grifico de la
funcién f(x) = 20x + 70.

Primero es necesario hallar el valor de x para el cual f{x) = 160 y reconocer el punto
que representa. En este caso, el punto es (4,5 ; 160).

Luego, a partir de observar si la funcién es creciente o decreciente, determinar si
los valores de x para los cuales y < 160 son menores o mayores al valor de x hallado.
En este caso, como la funcién es creciente, los valores de x que son solucién de la
inecuacién son los menores a 4,5. Por lo tanto, la solucién es (- ; 4,5).

De manera andloga, la solucién de la inecuacién 20x + 70 > 160 estd compuesta por
todos los valores de x mayores que 4,5. Es decir, es el intervalo (4,5 ; +o0).

240 17
220

200
1
5 f(x) > 160

T f(x) = 160

Se puede decir, entonces, que el dominio de la funcién queda partido en tres
conjuntos:

* los valores de x para los cuales f(x) = 160, {4,5};

* los valores de x para los cuales f(x) < 160, (-0 ; 4,5);

* los valores de x para los cuales f(x) > 160, (4,5 ; +o0).
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El siguiente problema se propone trabajar sobre la resolucién de un sistema de ecuaciones
a partir de la interseccién del gréfico de dos funciones lineales, identificando el valor de la
variable independiente para el cual el valor de la variable dependiente es el mismo. Luego,
sobre la base de este dato y de la posicién relativa de los graficos, poder resolver también
inecuaciones.

Problema

Las férmulas f(x) = -2x + 27 y g(x) = —4x + 34 permiten calcular la temperatura
de dos sustancias (medida en °C) en funcién del tiempo (medido en minutos) que
transcurre desde que comenzé un experimento, donde 0 < x < 9. A continuacién se
presenta el grifico de ambas funciones.

A
40T

Temperatura (°C)

Tiempo (m)

| 3>
1 >

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a) ;En qué momento la temperatura de ambas sustancias fue la misma?
b) ;En qué intervalo la temperatura de la sustancia correspondiente a f fue mayor
que la de la sustancia correspondiente a g?

Los estudiantes podrdn resolver la parte a) del problema de a pares, para luego hacer una
puesta en comun.

El inicio del problema tiene por objetivo que los alumnos puedan reconocer que el pun-
to de interseccién entre los dos graficos representa el momento en que ambas sustancias
tienen la misma temperatura. Esta es una de las primeras cuestiones que deberia ser expli-
citada en la puesta en comtn. De ser necesario, también podria utilizarse para poner en
discusiéon de manera colectiva la limitacién del uso de la percepcién para obtener valores
de una funcidn, pues, una vez decidido cudl es el punto a considerar, algunos estudiantes
hallardn sus coordenadas “a 0jo”, mientras que otros usardn la férmula de la funcién. Por
ejemplo, podrdn:
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* Estimar “a 0ojo” que el punto (3,5 ; 20) pertenece a los graficos de ambas funciones.

e Determinar que el punto (3,5 ; 20) pertenece al grfico de ambas funciones y lue-
go afirmar que el momento en que la temperatura de ambas sustancias es 20 °C es
3 minutos y medio porque su imagen a través de ambas funciones es 20, ya que
-2.35+27=20y-4-3,5+ 34 =20.

* DPlantear y resolver la ecuacién -2x + 27 = —4x + 34.

Durante la puesta en comtin también se podrdn comparar las distintas maneras en que se
pueden utilizar las férmulas para resolver este problema, retomando las resoluciones de los
estudiantes. Por ejemplo, se podrd mostrar una resolucién que parta de una interpretacién
grifica, que establezca primero las coordenadas del punto de interseccién y luego utilice
las fé6rmulas para validar los resultados. También se podrd mostrar una resolucién que
utilice directamente las férmulas de las funciones, que plantee una ecuacién y que la re-
suelva para obtener el tiempo en el que ambas temperaturas fueron iguales. En este tltimo
caso, de no haber surgido, se les podria proponer a los alumnos comparar los resultados
algebraicos con la ubicacién en los ejes cartesianos del punto de interseccién y establecer
su coherencia.

Los estudiantes podrdn retomar la resolucién del item b) en parejas. Para responder a la
pregunta, en primer lugar deberdn determinar cudl es el grifico que corresponde a cada
una de las funciones. Luego podrdn afirmar que el intervalo es desde 3 minutos y medio
hasta 9, porque las imdgenes de esos valores a través de la funcién f'son mayores que las
imdgenes a través de la funcién g. Desde una interpretacién perceptual y un lenguaje no
preciso, podrdn decir que para esos valores de tiempo los puntos de la recta que representa
a la funcién festdn por encima de la recta que representa a la funcién g.

En la puesta en comtn podrd retomarse que primero fue necesario saber en qué momento
la temperatura de ambas sustancias era la misma. Y que luego se utilizé la posicién relativa
de ambas rectas para determinar si el intervalo para el cual la temperatura de una de las
sustancias era mayor fue antes o después de ese momento.

Como uno de los objetivos del trabajo con ecuaciones y funciones es el de conversién y

coordinacién entre registros de representacién, es importante mostrar el razonamiento en
un grifico:
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Se puede decir, entonces, que el dominio de la funcién queda partido en tres
conjuntos:

* los valores de x para los cuales f(x) = g(x), {3,5};

* los valores de x para los cuales f(x) < g(x), (05 3,5);

* los valores de x para los cuales f(x) > g(x), (3,5;9).

Como se desarrollé a propdsito del caso de las ecuaciones e inecuaciones en donde in-
terviene una sola funcidn lineal, este tipo de problema se puede plantear también en una
situacién intramatemdtica, ligada directamente a la resolucién de una inecuacién. Por
ejemplo, mediante el siguiente problema.

Problema
En el siguiente sistema de coordenadas se han representado los gréficos de las fun-

ciones f(x) = -2x + 27 y g(x) = —4x + 34. Usando el gréfico, halld la solucién de la
inecuacién -2x + 27 < -4x + 34.

401
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Geometria y medida

El eje Geometria y medida se muestra como un campo propicio para que los estudiantes
produzcan argumentaciones deductivas. Es asi que los problemas sobre los que se trabaja
implican el uso y el establecimiento de propiedades de las figuras, no solo para anticipar
resultados sino también para asegurar que otras se cumplen, sin necesidad de recurrir a la
medicién.

El trabajo deductivo supone tratar con la generalidad y no solo con figuras particulares.
Esto conlleva el gran desafio de comunicar las estrategias de resolucién y validarlas de
modo que otros puedan comprenderlas. La validacién se constituye como una cuestién
transversal a todos los ejes y es necesario trabajarla en cada uno de ellos. No es lo mismo
validar en dlgebra, en funciones o en geometria.

Estudio de triangulos

Uno de los propésitos del trabajo geométrico en el Ciclo Bésico es estudiar la congruen-
cia de tridngulos. Las tareas que se proponen tienen por objetivo elaborar criterios que
permitan decidir acerca de la congruencia a partir de construcciones. El estudio de la po-
sibilidad o no de construccién y la determinacién de las condiciones necesarias para que
una construccién sea Unica es la base sobre la cual apoyarse para lograr ese objetivo. Por
ejemplo, se podrd afirmar que dos tridngulos que tengan la misma medida de sus tres lados
son congruentes, pues con esos datos no seria posible construir otro diferente.

Para el trabajo sobre semejanza de tridngulos también se proponen situaciones de construc-
cién. Se busca que sea necesario poner en juego la definicién de la figura y que se elaboren
criterios para establecer las condiciones minimas suficientes para realizar la construccion.

Intervenciones de ensenanza

Para los fines de este texto, se han considerado problemas referidos a construccion y con-
gruencia de tridngulos y a semejanza de tridngulos.
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Construccion y congruencia de triangulos
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

e Establecer el rango de medidas que puede tener el lado de un tridngulo a partir de la
medida de sus otros dos lados, utilizando la desigualdad triangular.

e Establecer y fundamentar la posibilidad de construccién de un tridngulo dadas las
medidas de dos o tres de sus elementos.

* Determinar y fundamentar la unicidad de construcciones de tridngulos dadas las
medidas de dos o tres de sus elementos.

 Determinar si dos tridngulos son congruentes.

Problema

Alejandro construyé la figura que se describe en el siguiente instructivo:
a) Trazd un segmento AB de 7 cm de longitud. Con centro en A, trazd una cir-
cunferencia de 6 cm de radio.
b) Marcd sobre la circunferencia un punto C que no se encuentre alineado con los
puntos A y B.
¢) Dibujd un tridngulo con vértices en A, By C.

Indicd, sin medir, cudl es la longitud que puede tener cada uno de los lados del
tridngulo construido por Alejandro.

Los estudiantes podrdn resolver el problema de manera individual durante un tiempo
acotado, para luego discutir en parejas. Esta organizacién de la clase tiene por objetivo que
cada alumno llegue a compartir con otro su propia resolucién.

Es esperable que en una primera instancia realicen la construccién que describe el ins-
tructivo. Cabe aclarar que por medio de estas instrucciones se pueden construir distintos
tridngulos, ya que estas no determinan la posicién del punto C. Entonces serd necesario
poner atencién en la interpretacién que los alumnos hagan de la figura. Desde una con-
cepcién estdtica, analizardn las medidas de los lados de la figura particular que quedé
construida. En cambio, desde una concepcién dindmica analizardn las distintas posibi-
lidades dependiendo de la posicién del punto C. Cabe aclarar que es interesante utilizar
estas concepciones como categorias de andlisis de las producciones de los estudiantes,
pero que no son cuestiones matemdticas a ensefiar en este momento. Por otro lado, si es
importante que los alumnos comprendan en qué casos un punto queda univocamente
determinado y en cudles no, para asi analizar qué sucede cuando varia su posicién.

Al comenzar la puesta en comun serd necesario poner en relacién las producciones reali-

zadas desde estas dos concepciones, con el propésito de establecer que la medida del lado
BC no estd determinada. Se podrd leer la consigna en conjunto con toda la clase, con el
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objetivo de analizar que se explicita que se debe realizar “sin medir”. Se podria retomar la
resolucién de los alumnos que hayan medido con regla el lado BC para una construccién

en particular, con el doble propésito de poner en cuestidn la restriccién de la medicién y
la variacién de la medida del lado BC.

Luego de realizar la construccién, y dependiendo de la interpretacién que hayan hecho de
la figura, es posible que los alumnos establezcan la medida de los lados del tridngulo de
distintas maneras. Por ejemplo, podrian:

e Medir con regla —aunque la consigna indique que debe resolverse sin hacerlo— y ha-
llar las medidas de los tres lados. Algunos también podrian afirmar que no es posible
conocer la medida del lado BC porque el punto C podria encontrarse en otro lugar.

* Afirmar que las medidas de los lados AB y AC son 7 cm y 6 cm, respectivamente. La
primera porque es el dato que se da para construir el segmento y la segunda porque
el lado AC es radio de la circunferencia.

* Con respecto a la medida del lado BC:

» Desde una interpretacién estdtica, pensando en la figura especifica que construye-
ron, podrian medirla o bien afirmar que no se puede establecer su medida porque
faltan elementos para poder determinarla.

» Desde una interpretacién dindmica, podrian decir que no se puede establecer la
medida porque existen muchas posiciones posibles para el punto C.

» También desde una interpretacién dindmica y apoydndose en la construccién, po-
drian afirmar que la medida debe ser menor que 13 cm y mayor que 1 cm, porque
cuando los segmentos quedan alineados no se forma el tridngulo. Algunos podrian
apelar directamente a la desigualdad triangular para indicar que la medida de BC
puede ser como mdximo 13 c¢m, ya que debe ser menor que la suma de las medidas
de los otros dos lados, y como minimo 1 ¢cm, porque también debe ser mayor que
la diferencia entre las medidas de los otros dos lados.

» Podrian acompafar los razonamientos con distintas construcciones, como las

siguientes.
C
Un poquito
6 cm A 7 cm / B A 6 cm C méspdeql cm
7 cm I B

El trabajo con un solo problema de este tipo no es suficiente para formular propiedades
generales, pues es necesario el estudio de distintas situaciones para que los estudiantes al-
cancen a identificar las relaciones que se conservan. Sin embargo, al finalizar la puesta en
comun de este problema, se podra realizar una conclusién que retome el enunciado de la
desigualdad triangular y muestre cémo se aplica a esta situacién en particular.
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Desigualdad triangular

En todo tridngulo la medida de cualquiera de sus lados es siempre menor que la
suma de las medidas de los otros dos lados.

En este caso, la medida del lado BC es menor que la suma de la medida de los lados
AB y AC: -
IBC| <7 cm + 6 cm

|ﬁ| <13 cm

En todo tridngulo la medida de cualquiera de sus lados es siempre mayor que el
valor absoluto de la diferencia entre las medidas de los otros dos lados.

En este caso, la medida del lado BC es mayor que el valor absoluto de la diferencia

entre las medidas de los lados AB y AC:

|E| > |7 cm - 6 cm|
|E| > lcm

El préximo problema propone el andlisis de la cantidad de soluciones en una situacién de
construccién de tridngulos. Luego plantea la comparacién de dos tridngulos particulares
para determinar su congruencia, que se puede realizar sobre la base de las resoluciones
anteriores.

Problemas

1. a) ;Cuéntos tridngulos ABC distintos se pueden construir con |A| = 50° y |B| = 60°?
b) ;Y si se agrega el dato de que |C| = 70°?
¢) ;Y si se agrega el dato de que |AB| = 6 cm ?

2. ;Serd cierto que estos dos tridngulos son congruentes?

E
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Los alumnos podran resolver el item 1. a) de manera individual y los otros, en parejas. Es
esperable que, para responder las preguntas, realicen distintas construcciones.

Las posibilidades de construccidon para el item 1. a) son infinitas, porque es posible co-
menzar con un segmento de cualquier medida y luego trazar los dngulos con vértice en los
extremos del segmento, por ejemplo. Sin embargo, puede ocurrir que algunos estudiantes
realicen solamente una construccién que cumpla con lo pedido, algunos de ellos sabiendo
que no es la tnica posible, mientras que otros tal vez no se planteen la unicidad de la cons-
truccién. Otros, en cambio, podrdn construir mds de uno. También existe la posibilidad
de que realicen una sola construccién y la utilicen como soporte para razonar sobre la exis-
tencia de otros infinitos tridngulos. En este punto, antes de pasar a la resolucién del item
1. b), serd necesario realizar una puesta en comun exhibiendo y comparando las distintas
construcciones. Se podra utilizar el hecho de que todas ellas cumplen con las condiciones
pedidas para concluir que las posibilidades son infinitas.

Para resolver el item 1. b), los alumnos podrén decir que las posibilidades de construccién
no varfan, dado que en todos los tridngulos anteriores la medida del tercer dngulo ya era
de 70°. Lo podrdn fundamentar apelando a la propiedad de que en todo tridngulo la suma
de las medidas de sus dngulos interiores es 180°. El profesor podrd retomar esta propiedad
al interactuar con los alumnos durante la resolucién en parejas y durante la puesta en
comun posterior.

En el item 1. c) los estudiantes podrdn afirmar que, bajo estas condiciones, la construc-
cién si es tinica y lo podrdn fundamentar sobre la base de los razonamientos que hayan
utilizado para resolver el item anterior. Posiblemente hayan argumentado que se podian
construir infinitos tridngulos debido a que se podia empezar con un segmento de cual-
quier medida y luego trazar los dngulos con vértice en los extremos del segmento. En este
caso, se comienza con un segmento determinado y luego se construyen los dngulos, por lo
que queda una sola ubicacién posible para el tercer vértice: en la interseccién de esos otros
dos lados (de los que a su vez quedan determinadas sus medidas).

Los problemas de construccién, como el planteado, constituyen una base para estudiar la

congruencia entre tridngulos. En funcién de eso, resulta importante que los estudiantes
analicen —solos o en espacios colectivos— la cantidad de soluciones posibles.
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En el problema 2, para determinar si son congruentes, se proponen dos tridngulos cuyas
medidas coinciden con los datos presentados en el problema 1, item ¢). Es posible que
algunos alumnos no recuerden qué significa que dos tridngulos son congruentes, por lo
que el docente podrd recordarlo.

Como se menciond en la introduccién de esta seccién, uno de los objetivos del trabajo con
construcciones de tridngulos es el de formular criterios de congruencia. Es por esto que se
torna imprescindible discutir con los estudiantes que, si bien para que dos tridngulos sean
congruentes es necesario que todos sus elementos sean congruentes, para determinar si
dos tridngulos son congruentes no es necesario comparar todos sus elementos. Y que esto
se debe a que la medida de algunos de estos elementos estd determinada por la medida de
los otros. Por ejemplo, a propésito del item 1. b) se podria discutir que, una vez que la me-
dida de dos de los dngulos es conocida, queda determinada la medida del tercero. Luego, a
propésito del item 1. ¢) y de que en este caso la construccién es unica, se podria explicitar
que a partir de conocer la medida de los dngulos y del lado sobre el que se apoyan, quedan
determinadas las medidas de los otros dos lados.

Para resolver el problema 2, los estudiantes podrian:

* Medir los lados y los dngulos de ambos tridngulos con el objetivo de corroborar que
tienen las mismas medidas.

A partir de las medidas que se muestran, reconocer que se trata de dos tridngulos
como los que se analizaron en el item 1. b) y afirmar que son congruentes porque,
debido a que la construccién con esos datos era dnica, son “el mismo tridngulo” y
tienen las mismas medidas.

* De manera general, afirmar que los dos tridngulos son congruentes porque siempre
que se sepan las medidas de dos dngulos y el lado comprendido entre ellos, se puede
construir un solo tridngulo, por lo que, si se construyen dos, ambos deben tener las
mismas medidas.

No se espera que los estudiantes puedan construir estas propiedades generales y los cri-
terios de congruencia a partir de la resolucién de un solo problema como el presentado.
Serd necesario que el docente proponga la resolucién de diversas situaciones en donde se
estudie y se pongan en cuestién las condiciones necesarias para que las construcciones
de tridngulos sean Gnicas. A su vez, si bien son necesarias, las resoluciones por si solas no
generardn que los alumnos elaboren criterios de congruencia. La elaboracién de los cri-
terios de congruencia a partir del estudio de las condiciones necesarias y suficientes para
que una construccion sea tinica supone un razonamiento légico que debe ser sostenido y
acompafado por el docente.

Un registro posible luego de la puesta en comun puede ser el siguiente:
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Dadas las medidas de dos dngulos y del lado comprendido entre ellos, es posible
construir un dnico tridngulo ABC.

Por ejemplo, a partir de: |A| = 60°; |B| = 50°; [AB| = 6 cm

E

Por lo tanto, si dos tridngulos poseen la misma medida de dos de sus dngulos y del
lado comprendido entre ellos, ambos son “el mismo tridngulo”. Es decir, todos sus
dngulos y sus lados correspondientes tienen las mismas medidas.

Por ejemplo, estos dos tridngulos son “el mismo tridngulo”, por lo que es posible
afirmar que las medidas que no estdn explicitadas también son iguales sin necesidad
de medirlas:

Criterio de congruencia

Dos tridngulos que poseen las mismas medidas de dos de sus dngulos y del lado

comprendido entre ellos son congruentes.

En el siguiente problema se requiere poner en juego criterios de congruencia para compa-
rar tridngulos. Como la propuesta de problemas no constituye una secuencia, es posible
suponer que ya se ha desarrollado un trabajo que permitié elaborar diferentes criterios de
congruencia.
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Problema

En la figura, ABCD es un paralelogramo. ;Es cierto que los tridngulos ABC y ADC
son congruentes? ;Cémo podés asegurarte sin tomar medidas?

Los estudiantes podrdn resolver el problema de a pares, luego de lo cual se podrd hacer
una puesta en comun.

En la figura no se presenta la medida de ningun elemento. El propésito es que los estu-

diantes resuelvan el problema apelando a las relaciones que existen entre los dngulos y
lados de cada tridngulo, a partir de distintas propiedades. Sin embargo, puede suceder que
algunos alumnos le asignen medidas a los elementos, ya sea para poder razonar sobre ellas

como valores genéricos, o bien porque no reconocen las relaciones que existen entre ellos.

A continuacién se describen algunas posibles resoluciones:

Medir con regla y transportador los lados y los dngulos de los tridngulos. Luego, afir-
mar que los dos tridngulos son congruentes porque tienen la misma medida de sus
lados y sus dngulos. También podria suceder que cometan algiin error de medicién y
lleguen a la conclusién contraria.

Completarla figura con medidas especificas paralos dngulos y/o los lados respetando las
relaciones que existen entre ellos. Por ejemplo, afirmar que si el lado AB midiera 5 cm
y el AD, 4 cm, el lado DC también mediria 5 cm y el BC, 4 cm, porque son lados
opuestos de un paralelogramo. Luego podrian fundamentar que los dos tridngulos
son congruentes de maneras distintas:

» Porque los tres lados tienen las mismas medidas, apelando a un criterio de con-

gruencia previamente construido.
»  Comparando las medidas de todos los elementos, apelando a la definicién de con-
gruencia y no a criterios.

Establecer que el lado AB es congruente al lado DCy el lado AD es congruente a BC
porque son lados opuestos de un paralelogramo y que el dngulo D es congruente al
dngulo B por ser dngulos opuestos de un paralelogramo. Luego, fundamentar que los
dos tridngulos son congruentes porque tienen dos lados y el dngulo comprendido en-
tre ellos congruentes, apelando a un criterio de congruencia previamente construido.
Establecer que el lado AB es congruente al lado DCy el lado AD es congruente a BC
porque son lados opuestos de un paralelogramo y que ambos tridngulos comparten
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el lado AC. Luego, fundamentar que los dos tridngulos son congruentes porque tie-
nen los tres lados congruentes, apelando a un criterio de congruencia previamente
construido.

Si algunos de los alumnos midieron con regla y/o transportador, serd necesario poner en
discusion los limites del uso de los instrumentos de medicién para determinar si la medida
de dos segmentos o dos dngulos son iguales.

Algunos de los objetivos que deberia tener el trabajo durante la puesta en comin son:

 Explicitar que es posible realizar la comparacién de los elementos de los tridngulos
apelando a las propiedades de la figura y no a sus medidas concretas.

* Reflexionar acerca de que puede ser util pensar en valores genéricos para los elemen-
tos, para luego pensar en sus relaciones, pero que estos deben ser coherentes con la
figura.

* Concluir que para comparar tridngulos y determinar su congruencia no es necesario
comparar todos sus lados y todos sus dngulos, sino que se pueden utilizar distintos
criterios que aseguran la congruencia de los restantes.

* Registrar en el pizarrén y en las carpetas la comparacién entre los elementos, el uso
de el/los criterio/s y el razonamiento deductivo de manera detallada. Por ejemplo:

Comparamos los tridngulos ABC y CDA:

* El lado AB es congruente al lado DC porque son lados opuestos de un
paralelogramo.

 Ellado AD es congruente al lado CB porque ambos son lados opuestos de un
paralelogramo.

* Ellado ACy el lado CA son el mismo segmento.

Un criterio asegura que, si los tres lados de un tridngulo son congruentes con los tres
lados correspondientes de otro tridngulo, entonces los dos tridngulos son congruen-
tes. Es decir, también tienen congruentes sus dngulos.

Como los tres lados del tridngulo ABC son congruentes con los tres lados del tridn-
gulo CDA, entonces los dos tridngulos son congruentes.
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Semejanza de triangulos
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

 Determinar si dos tridngulos son semejantes.

Problema

El tridngulo ABC es rectingulo y D es el punto medio del lado AB. Dibujd sobre
AC un punto F de manera que los tridngulos ABC y ADF sean semejantes. Explicd
cémo lo pensaste.

La progresién para establecer si dos tridngulos son semejantes se ha planteado en este
texto segun si el estudiante necesita conocer las medidas de todos los lados y de todos los
dngulos, solamente las medidas de algunos dngulos y/o lados (por ejemplo, la medida de
dos dngulos) o si puede comparar los tridngulos sin utilizar medidas concretas.

Este problema se podria utilizar para evaluar de qué manera resuelve un alumno con respecto
a estos tres niveles e intervenir para hacerlo avanzar. En este caso es necesario realizar una
comparacién sin utilizar medidas. Para un estudiante que no pudiera hacerlo, se le puede
sugerir que solicite al docente las medidas que necesita o que tome las medidas y se apoye en
ellas para comparar, invitdindolo luego a reflexionar si era necesario conocer las medidas para
arribar a algunas de las conclusiones que formulé. Por ejemplo, que el punto F debe ser punto
medio del lado AC para que las medidas de los lados correspondientes sean proporcionales.

Algunas resoluciones que pueden anticiparse son las siguientes:
* Sin apoyarse en medidas, por medio de relaciones, los estudiantes podrian:
> Trazar una recta paralela al lado BC que pase por el punto D para asegurarse de que

el dngulo ADF tenga la misma medida que el dngulo ABC. Como ambos tridngu-
los comparten el dngulo A, el tercer dngulo también serd congruente.
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» Marcar F como el punto medio de AC para asegurarse de que los lados AD y AF
sean proporcionales a los lados AB y AC, respectivamente. El punto medio del seg-
mento puede marcarse a partir de la construccién de la mediatriz de lado AC. Pero
también es posible que el estudiante afirme que F tiene que ser el punto medio del
lado AC para que las medidas de los lados del nuevo tridngulo sean la mitad de las
medidas del tridngulo original y lo ubique utilizando la regla. En este caso, si bien
mide, su razonamiento no requiere de la medida.

* Apoyindose en las medidas, los estudiantes podrian:

» Medir el dngulo ABC y con transportador construir un dngulo de la misma medi-
da de lado AD con vértice en D y llamar F a la interseccién entre el otro lado del
dngulo y el segmento AC.

» Medir los segmentos AB, AD y AC, y calcular a qué distancia del punto A debe
colocar el punto F para que los lados correspondientes resulten proporcionales.

Como parte de la puesta en comin no solo interesa compartir diferentes estrategias de
resolucién y poner en discusién los limites de la medida, sino también el modo de explicar
y registrar las formas de resolucién.

Estudio de cuadrilateros y angulos

Los conocimientos relativos a los triéngulos, su congruencia y semejanza serdn un insumo
sobre el cual se desarrollard el estudio de los cuadrildteros. A su vez, serd en base al parale-
logramo que se propondri el andlisis de dngulos entre paralelas.

Intervenciones de ensenanza

Los problemas que se presentan en este apartado responden a construccion y congruencia de
cuadrildteros y a dngulos entre paralelas cortadas por una transversal.

Tal como se ha senalado, se incluye el contenido “Angulos entre paralelas” en este aparta-
do porque la ensefanza de las relaciones se propone a partir del estudio de las propiedades
de los dngulos de un paralelogramo.
Construccion y congruencia de cuadrilateros
Se espera que cada estudiante sea capaz de:
e Establecer si es posible construir un cuadrildtero dadas algunas medidas de sus ele-
mentos y si esa construccion en unica.

* Analizar la congruencia entre dos cuadrildteros sobre la base de la unicidad de la
construccion.
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Problema

Construi un rombo cuyos lados midan 5 cm.
;Cudntos rombos distintos se pueden construir con esa medida de lado?

A partir de la resolucién de este problema, que puede realizarse inicialmente de manera
individual y luego, en parejas, se espera llegar a la conclusién de que es posible construir
infinitos rombos con un lado de una medida determinada.

Los estudiantes podrdn construir el rombo de distintas maneras, lo que condicionard sus
respuestas a la pregunta. Por ejemplo, podria suceder que:

No logren construirlo porque no saben hacerlo sin las medidas de las diagonales.
Afirmen que no es posible realizar la construccién porque los datos son insuficientes.
Por ejemplo, porque no se conocen las medidas de los dngulos.

Construyan dos tridngulos is6sceles cuyos lados congruentes midan 5 cm, de manera
que compartan su lado restante. Luego, podrian afirmar que se pueden construir
infinitos rombos porque la medida del lado que comparten los tridngulos puede ser
cualquier valor entre 0 y 10 cm.

Dibujen dos puntos y dos circunferencias con centro en esos puntos y radio de 5 cm.
Los dos puntos de interseccion entre las circunferencias son los dos vértices faltantes,
junto a los dos puntos iniciales. Luego, posiblemente afirmen que es posible cons-
truir infinitos rombos porque si se alejan o acercan los centros de las circunferencias,
las medidas de los lados no varfan, aunque si las medidas de sus dngulos y de sus
diagonales. Esto puede observarse en el siguiente grifico, donde se varié la distancia
entre los puntos iniciales.
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En una puesta en comun podrin exhibirse las distintas construcciones con dos objetivos.
Por un lado, si fuese necesario, mostrar que es posible construir un rombo a partir de la
medida de sus lados sin necesidad de conocer sus diagonales. Por otro lado, concluir que
se pueden construir infinitos rombos analizando qué es lo que varia cuando se obtienen
las distintas construcciones (los dngulos y las diagonales, por ejemplo).

Luego del espacio colectivo, el profesor podrd plantear una segunda pregunta, que re-
quiere del trabajo hecho a propésito del problema discutido. No se presenta junto con la
primera parte para no dar indicios a los alumnos de que la construccién no es tnica.

:Qué dato o datos habria que agregar para que la construccién sea tnica?

Aunque la pregunta no hace referencia a hallar la cantidad minima de datos necesarios
para que la construccién sea Unica, interesa discutirlo de manera colectiva luego de la
resolucién. Se espera que los estudiantes desarrollen diversas formas de resolucién, por
ejemplo:

 Algunos alumnos sostienen que son necesarias las medidas de todos los elementos
que constituyen la figura para poder construirla de modo tnico:

» Como los 4 lados tienen la misma medida, afirman necesitar las medidas de los
cuatro dngulos.

» Consideran que necesitarian disponer de las medidas de los 4 4ngulos, pero como
conocen las relaciones entre ellos, solicitan saber la medida de uno solo.

* Otros estudiantes podrian responder en funcién de las condiciones bajo las cuales la
construccién de un tridngulo es tnica. En consecuencia dirfan que:

> Se podria agregar la medida de una de las diagonales. Esta respuesta puede estar li-
gada a una fundamentacién perceptual, pensando que si una de las diagonales tiene
una medida fija el rombo no se puede “abrir” ni “cerrar”’. También podria estar ligada
a una interpretacién del rombo como dos tridngulos isésceles “pegados”. La medida
de una de las diagonales es también la medida del lado de los tridngulos que no ne-
cesariamente mide 5 cm. De esta manera, los alumnos podrian decir que conocen las
medidas de los tres lados de los tridngulos y, por lo tanto, su construccién es tnica.

> Se podria agregar la medida de uno de los d4ngulos. Al igual que para la otra resolu-
cién, esta respuesta puede estar ligada a una fundamentacién perceptual, pensando
que si uno de los dngulos tiene una medida fija, el rombo no se puede “abrir” ni
“cerrar”. También podria estar ligada a una interpretacién del rombo como dos tridn-
gulos isdsceles “pegados”, considerando el dngulo del tridngulo comprendido entre
los lados de 5 cm. De esta manera, los alumnos podrian decir que su construccion
es Unica porque es tnica la construccion de los tridngulos que lo forman, ya que se
conocen las medidas de dos de sus lados y del dngulo comprendido entre ellos.
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En una puesta en comin serd importante sefialar que no son necesarias todas las medidas
de los elementos del rombo para que quede univocamente determinado. El docente podrd
analizar junto con los alumnos que, por ejemplo, con la medida de un dngulo es posible
conocer las medidas de los otros. Para esto es necesario disponer del conocimiento de que
un rombo es un paralelogramo y, que, por lo tanto, sus dngulos opuestos tienen la misma
medida.

Otra cuestién a destacar son las fundamentaciones que se hayan hecho sobre la base de las
propiedades de los tridngulos. En caso de no haber surgido, el docente podrd proponerlas
como objeto de andlisis.

Luego, como cierre, se podrd mencionar que al analizar cuadrildteros, como en este caso,
es posible fundamentar algunas de sus propiedades sobre la base de las propiedades de los
tridngulos que los componen.

Como ya se ha mencionado, resulta pertinente que los estudiantes dejen registro de las
conclusiones a las que se va llegando en el trabajo colectivo. Por ejemplo:

Con el propésito de analizar las propiedades de un cuadrildtero resulta Gtil descom-
ponerlo en tridngulos, para luego estudiar las propiedades de esos tridngulos que lo
componen.

Por ejemplo, para estudiar cudntos rombos con lados de 5 cm de longitud y un
dngulo de 70° de amplitud se pueden construir, es posible realizar el siguiente andli-
sis: como en cada uno de los tridngulos es conocida la medida de dos de sus lados y
del dngulo que forman, la construccién de cada uno de los tridngulos es tnica, por
lo que también serd tinica la construccién del rombo.

El problema que sigue plantea el andlisis de la congruencia entre dos rombos. Se supone
que los estudiantes no disponen en este momento de criterios de congruencia de cuadri-
ldteros, sino que uno de los propésitos del problema es construir colectivamente alguno.
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Problema

sSerd cierto que estos dos rombos son congruentes?

5cm ’

Se propone que resuelvan el problema en parejas.

Es posible que algunos estudiantes no recuerden qué significa que dos figuras sean
congruentes. Si lo considera necesario, el docente podrd aclararlo para todos y dejarlo
registrado en el pizarrén.

A continuacién se detallan algunas posibles estrategias de resolucién y respuestas al pro-
blema que podrian realizar los alumnos:

e Afirmar que los rombos no son congruentes a partir de la percepcién. El hecho de
que estén presentados en distintas posiciones hace que no parezcan congruentes a
simple vista.

* Decir que los rombos son congruentes porque los dos tienen lados de 5 cm. En este
caso, el docente podria remitir a los alumnos a un problema como el que se presenta
en la pagina 280, donde se discute que hay infinitos rombos diferentes con lados de
5 cm. En consecuencia, no alcanza con comparar las medidas de los lados para saber
si los rombos son o no congruentes.

e Afirmar que no alcanza con comparar las medidas de los lados, por lo que se deben
comparar sus dngulos. Como “ven” que no son iguales, entonces deciden que los
rombos no son congruentes.

e Trazar los segmentos BC y PR, comparar los tridngulos ABC y PTR y ver que no son
congruentes, y por ultimo decidir que los rombos tampoco lo son.

 Hallar los demds dngulos sabiendo que los dngulos consecutivos de los rombos —y,
mids en general, de los paralelogramos— son suplementarios y decir que son congruen-
tes porque, ademds de los lados, los dngulos también son congruentes. Asimismo,
podrian usar la propiedad de que los dngulos opuestos de un rombo son congruentes
y hallar los dngulos D y Q. Luego, a partir de que la suma de las medidas de los 4n-
gulos interiores de un cuadrildtero es 360°, calcular las medidas del resto.
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Hallar primero la medida de todos los dngulos, considerar luego el par de tridngulos
que se forma al trazar el segmento BC y el que se forma al trazar el segmento QT
y afirmar que los rombos son congruentes porque estdn formados por los mismos
tridngulos. Para fundamentar que esos tridngulos son congruentes entre si podrian
apelar a un criterio de congruencia reconociendo que tienen dos lados y el dngulo
comprendido entre ellos de las mismas medidas.

En la puesta en comun se sugiere retomar algunas cuestiones generales y otras particulares

de la resolucién de este problema. Por ejemplo:

Las figuras geométricas no se pueden comparar mirdndolas. Es necesario usar propie-
dades que permitan decir si son o0 no congruentes con precision.

Los criterios de congruencia de tridngulos sirven para comparar cuadrildteros, porque
al trazar una diagonal quedan determinados dos tridngulos. En el caso del rombo,
esos dos tridngulos son congruentes. Para poder llevar adelante este andlisis es nece-
sario trazar diagonales correspondientes en ambos rombos.

Para comparar figuras, a veces resulta necesario trazar algin elemento que no estd en
la figura original. En este caso, se trazaron diagonales.

Si dos rombos tienen los mismos lados y un dngulo de uno de ellos es suplementario
de un dngulo del otro, entonces son congruentes. Esto puede afirmarse porque con
la medida de un dngulo es posible hallar todas las de los demds.

Luego de realizar un estudio de los paralelogramos, en cuanto a las medidas de sus lados

y de sus dngulos, serd posible proponer el estudio de las relaciones entre los dngulos que

quedan determinados por dos paralelas y una transversal.

Angulos entre paralelas cortadas por una transversal

Se espera que cada estudiante sea capaz de:

Hallar la medida de dngulos en figuras que incluyen paralelas y transversales,
estableciendo relaciones entre los dngulos seglin sean opuestos por el vértice, corres-
pondientes, alternos o conjugados.

Establecer y fundamentar si dos dngulos entre paralelas cortadas por una transversal
son congruentes o suplementarios, sobre la base de identificar si son opuestos por el
vértice, correspondientes, alternos o conjugados.

Reconocer distintas condiciones necesarias y suficientes para que dos rectas cortadas
por una transversal sean paralelas:

» que sus dngulos correspondientes sean congruentes;

» que sus dngulos alternos sean congruentes;

» que sus dngulos conjugados sean suplementarios.

El problema que se plantea a continuacién presenta una situacién que requiere utilizar

las propiedades de los dngulos entre paralelas cortadas por una transversal. Ademds, los
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estudiantes necesitardn analizar si una figura determinada es un paralelogramo recurrien-
do al paralelismo entre sus lados.

Problema

ABPE es un paralelogramo. El segmento HD es paralelo al segmento AB.
Halld la medida de los dngulos interiores del cuadrildtero FDPG y decidi si se trata
de un paralelogramo.

Se propone a los estudiantes que resuelvan el problema en parejas.

Para hallar las medidas de los dngulos se espera que los alumnos pongan en juego estrate-
gias como las siguientes:

e Ir “recorriendo” los dngulos y completando sus medidas sin explicitar las relaciones.

* Ir “recorriendo” los dngulos y completando sus medidas explicitando las relaciones,
combinando las propiedades de dngulos adyacentes, opuestos por el vértice, de dngu-
los de un paralelogramo y de dngulos entre paralelas.

* Hallar las medidas utilizando las propiedades de dngulos entre paralelas a partir de la
medida de los dngulos GCA y PBA. Por ejemplo, pueden decir que el dngulo GFH
mide 110° porque es correspondiente entre paralelas al angulo GCA.

Las intervenciones de ensefianza individuales podrian ir en busca de que los alumnos ex-
pliciten las relaciones que movilizaron para determinar la medida de cada dngulo. A nivel
grupal, ademds de la explicitacién de las relaciones, se podrian comparar las resoluciones
y, tal vez, resaltar la economia de utilizar las propiedades de los dngulos entre paralelas,
pensando en que la resolucién basada en completar las medidas no se puede utilizar en
problemas andlogos a este, donde no se conocen las medidas de los dngulos, sino solamen-
te las relaciones.

Para fundamentar que FDPG es un paralelogramo, los estudiantes podrdn desarrollar
diversas estrategias:
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 Explicar de manera coloquial que los dngulos correspondientes tienen la misma me-
dida porque tienen la misma inclinacidn.

e Utilizar las medidas para poder afirmar que se trata de un paralelogramo. Por ejem-
plo, decir que como los dngulos correspondientes miden 110° el segmento CG es
paralelo al segmento PB. O, luego de haber hallado la medida de los 4ngulos PDF y
DFG, afirmar que los segmentos PD y FG son paralelos porque las medidas de los
dngulos suman 180°.

e Afirmar que los segmentos CG y BP son paralelos porque los dngulos GCA y PBA
son correspondientes y congruentes.

Se podrian poner en comun las resoluciones y, al escribir las justificaciones en el pizarrén,
volver a hacer hincapié en que es posible no utilizar las medidas sino simplemente las
relaciones.

Otro asunto a trabajar con todo el grupo son los distintos “usos” que se les puede dar a
las relaciones entre d4ngulos determinados por paralelas cortadas por una transversal. En
un caso, dadas las rectas paralelas y una transversal a ellas, el problema puede pedir hallar
la medida de algunos dngulos. En este caso, es posible identificar angulos opuestos por el
vértice, adyacentes, conjugados, etc., y a partir de ellos determinar la medida de todos los
dngulos de la figura. La propiedad puesta en juego puede enunciarse como:

Dadas dos rectas paralelas cortadas por una transversal, si dos dngulos son corres-
pondientes, entonces son congruentes. Lo mismo puede afirmarse para los dngulos
alternos internos, externos, etcétera.

Como se menciona en el dibujo, las rectas fy ¢
son paralelas.

Los dngulos a y y son correspondientes entre las
rectas paralelas /'y gy la transversal 4. Por lo tan-
to, los dngulos a y y son congruentes.

Las relaciones mencionadas también pueden usarse como un “detector de paralelismo”
entre rectas o segmentos. En ese caso, se comparan dngulos correspondientes, por ejem-
plo, y si son congruentes es posible concluir que las rectas que los forman son paralelas.
También es importante sistematizar esta propiedad:
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Dadas dos rectas cortadas por una transversal, si dos dngulos correspondientes son
congruentes, entonces las rectas son paralelas. Lo mismo puede afirmarse para los
dngulos alternos internos, externos, etcétera.

Como se menciona en el dibujo, los dngulos
oy B son congruentes.

Los dngulos a y § son congruentes y correspon-
dientes entre las rectas fy ¢y la transversal 4. Por
lo tanto, las rectas fy g son paralelas.

ay B son congruentes

Areas de triangulos y cuadrilateros

En la seccién correspondiente al eje Numeros y dlgebra se incluyé el andlisis de la relacién
entre dreas de figuras desde un punto de vista algebraico. Se consideraron problemas e
intervenciones vinculados a la resolucién por medio de fé6rmulas y transformaciones al-
gebraicas. En este caso las situaciones se analizardn teniendo en cuenta su abordaje desde
una perspectiva geométrica.

Intervenciones de ensenanza

A continuacién se presentardn diversos problemas que proponen la comparacion de dreas
de tridngulos y cuadrildteros y el estudio de la variacion de dreas de figuras en funcion de la
variacion de alguna de sus medidas. Los problemas seleccionados dan lugar a resoluciones
e intervenciones que ponen el foco en las relaciones y propiedades geométricas, sin ape-
lar a una modelizacién algebraica, aun en el caso en que esta sea una estrategia valida de
resolucion.

Comparacion de dreas de triangulos y cuadrildteros
Se espera que cada estudiante sea capaz de:
 Hallar el drea de una figura sobre la base de compararla con otra figura de la que se
conoce su area.

e Construir figuras cuya drea cumple con una relacién proporcional con respecto a otra

figura dada.
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* Determinar relaciones proporcionales entre dreas de figuras (reconoce que una figura
tiene el doble, el triple, la mitad de drea que otra) apoydndose en descomposiciones.

Problemas

1. Sin medir, indicd en cada uno de los siguientes rectingulos si el drea sombreada
es mayor, menor o igual que el drea blanca.'8

c) d)

2. Construi dos rectdngulos cuya drea sea el doble que la del siguiente tridngulo.

Se podrd proponer resolver primero el item 1. a) en pequenos grupos y realizar una puesta
en comun antes de comenzar con la resolucién del resto de los apartados.

Las estrategias que los estudiantes puedan desarrollar dependerdn de si previamente han
resuelto problemas semejantes, si han explorado y elaborado relaciones entre las dreas de
distintas figuras o si es la primera vez que se enfrentan a ello.

Si fuese la primera vez, el pedido de resolver sin medir puede convertirse en un gran obs-
tdculo, especialmente para quienes han desarrollado pricticas mds vinculadas al cdlculo de

18 Reelaboracién de un problema tomado de Graciela Cappelletti, Marta Garcia Costoya ez al. (2008) Matemiitica.
Geometria. Aportes para la ensefianza. Nivel Medio. Buenos Aires, Ministerio de Educacién, GCABA.
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dreas que a apelar a relaciones geométricas para compararlas con otras. Otra cuestién que
irrumpe para resolver estos problemas es la necesidad de trazar elementos auxiliares. Se
trata de elementos que no forman parte del enunciado, que los alumnos deben reconocer
como una herramienta que permite llegar a la solucién. Ademds es preciso analizar cudl es
el elemento auxiliar conveniente para agregar y en qué posicién.

Frente a aquellos grupos que no saben cémo empezar a resolver, el profesor podrd suge-
ritles que comparen las 4reas de los dos tridngulos que quedan determinados al trazar una
diagonal de un rectdngulo, explicando por qué son congruentes. Luego, podran intentar
reutilizar lo desarrollado para volver a pensar el problema dado. En caso de ser necesario,
se les podrd habilitar la medida para que puedan elaborar una conjetura y luego ponerla a
prueba. Tal como se ha sefialado anteriormente ante otras situaciones, aunque no logren
resolver el problema planteado, las relaciones que puedan elaborar los van a posicionar en
buenas condiciones para participar de la puesta en comun.

En situaciones donde la estrategia de resolucién requiere de una prictica que puede re-
sultar ajena a los estudiantes, no resulta conveniente dedicar demasiado tiempo al trabajo
de exploracién. Seguramente sea el profesor quien tenga que introducir el trazado del
segmento como forma de resolver el problema, basdndose en las relaciones que ellos hayan
elaborado durante el trabajo.

Como parte del trabajo colectivo, el docente podrd trazar un segmento perpendicular al
lado del tridngulo que es compartido con el rectdngulo y que pase por el vértice opuesto.
De esta manera, el rectdngulo grande queda descompuesto en otros dos, cada uno con una
diagonal dibujada. Como los dos tridngulos que quedan determinados por la diagonal de un
rectdngulo son congruentes, resulta que para cada uno de los rectdngulos, el drea sombreada
y no sombreada son iguales. Asi es posible afirmar que, para el rectdngulo grande, el drea
sombreada y el drea blanca son iguales porque estdn compuestas por tridngulos congruentes.

Luego de la puesta en comun, los estudiantes podrdn resolver la parte b) del problema en
parejas. Se espera que puedan reutilizar la estrategia discutida a propésito de la parte a).
El objetivo de la puesta en comtin serd escribir entre todos una explicacién e intentar una
primera generalizacién.

El siguiente puede ser un ejemplo del registro a realizar:
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Dado un rectdngulo, si se elige un punto en el lado opuesto a la base y se traza un
tridngulo con un vértice en ese punto de modo que los otros dos sean también vér-
tices del rectdngulo, se obtiene una figura como la siguiente:

D E C

A B

Si se traza un segmento perpendicular al lado AB que pase por el punto E, queda el
siguiente grafico:

A F B

Quedan asi determinados los rectdngulos AFED y FBCE. Los segmentos AE y
EB son diagonales de cada uno de los rectdngulos, respectivamente. Entonces, el
tridngulo AED es congruente al tridngulo AFE y el tridngulo BCE es congruente al
tridngulo FBE.

El drea sombreada puede calcularse sumando las dreas de los dos tridngulos que la
forman:

Area de AFE + Area de FBE
Area de AED + Area de BCE = Area no sombreada

Area sombreada

Como las dreas sombreada y no sombreada son iguales, entonces cada una represen-
ta la mitad del drea del rectdngulo.

Ademis, el punto E era un punto cualquiera del lado DC, por lo que el drea de un
tridngulo construido de la manera indicada siempre tiene la mitad del drea del rec-
tidngulo. Asi, en cada uno de los casos, el tridngulo sombreado AEB tiene la mitad
del 4rea del rectdngulo ABCD y no es necesario medir ni calcular nada para saberlo.

p_ B c D E c D E ¢

Luego, los tres tridngulos dibujados son diferentes y tienen igual drea.
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A continuacidn, los estudiantes podrdn resolver el item c) en parejas. Es posible que los
alumnos expresen que el drea blanca es mayor que el drea sombreada. Al estar uno de los
vértices del tridngulo muy cerca del vértice del rectidngulo, puede que perciban que el drea
blanca superior es igual a la sombreada. Si algo como esto sucediera, resultard importante
poner en discusién con toda la clase los dos tipos de estrategias, contrastando los argu-
mentos basados en la percepcién y los realizados sobre relaciones geométricas.

Otra dificultad que podria surgir es que los alumnos no se den cuenta de que es necesario
trazar un segmento horizontal. La explicacién de que el drea es la mitad de la del rectdn-
gulo es andloga a la desarrollada en la puesta en comun del apartado anterior, por lo que
se espera que los alumnos puedan escribirla de manera auténoma.

Finalmente, se les solicitard que resuelvan el item d) en grupos de cuatro, debido a que se
trata de una situacién propicia para el debate.

Seguramente los estudiantes tracen un segmento auxiliar, como en los {tems anteriores,
y verdn que no se trata del mismo caso que los ya resueltos. Si los alumnos no pueden
avanzar, el profesor podrd decir que es posible trazar mas segmentos auxiliares. Luego de
un tiempo de exploracién, podrd proponer un momento de trabajo colectivo.

Se espera plantear la necesidad de trazar dos segmentos auxiliares, paralelos entre si y a un
par de lados del rectdngulo. Como el drea sombreada es igual al drea no sombreada en el
rectdngulo inferior, podrdn determinar que el drea blanca total es mayor que el drea som-
breada porque el 4drea blanca “tiene una franja mds” que el drea sombreada.

Finalmente, se podrdn sistematizar dos cuestiones, una especifica y otra mds general. Por
un lado, la relacién que existe entre el drea de un rectdngulo y el drea de un tridngulo que
tiene su misma base y su misma altura: el drea del rectdngulo es el doble del drea del tridn-
gulo. A raiz de este hecho, se podrd también mencionar que la conveniencia de definir asi
a la altura de un tridngulo se debe a que coincide con la altura de un rectdngulo que tiene
el doble de su drea y su misma base. Por otro lado, de manera general se podrd resaltar la
conveniencia de descomponer las figuras cuando el objetivo es realizar comparaciones de
dreas. En este caso, la descomposicién en tridngulos congruentes. Por ejemplo, se podrd
dejar asentado un registro como el siguiente:
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Relacién entre 4reas de tridngulos y rectingulos

El drea de un rectdngulo es el doble del drea de un tridngulo que tiene su misma base
y su misma altura. Por ejemplo:

Trazando la altura del tridngulo (un segmento perpendicular a la base que pase
por el vértice opuesto) podemos descomponer la figura en dos pares de tridngulos
congruentes, de los cuales uno es blanco y otro sombreado. A causa de esto, el drea
blanca y el 4rea sombreada son iguales.

El drea del rectdngulo estd compuesta por el drea blanca y el 4rea sombreada. El drea
del tridngulo estd compuesta solamente por el drea sombreada. Por lo tanto, el drea
del rectdngulo es el doble de la del tridngulo. O, lo que es equivalente, el drea del
tridngulo es la mitad de la del rectdngulo.

Importante
Para poder realizar la comparacién se descompuso la figura en otras figuras (tridn-
gulos) que se pudieron comparar entre si. Esta es una estrategia que puede ser muy
atil para comparar el drea de figuras.

En el problema 2 se propone construir dos rectdngulos que tengan el doble del drea de
un tridngulo que ya estd dibujado. El objetivo es que los estudiantes pongan en juego
las conclusiones a las que se arribaron luego del trabajo con el problema 1. Se piden dos
construcciones para que los alumnos exploren distintas soluciones.

En la puesta en comiin resulta importante tratar dos asuntos:

* Que es posible construir un rectdngulo con la misma base y altura que el tridngulo y
asi asegurarse de que su drea serd el doble. Esto se puede validar a partir de lo desa-
rrollado en el problema 1.

* Que es posible construir tres rectdngulos, dependiendo del lado elegido como base, y
que, a pesar de que las medidas de sus lados pueden ser distintas, los tres tendrdn la
misma drea porque todos tienen el doble del drea de la del tridngulo.

Seguramente resulte necesario discutir con los estudiantes acerca de cémo hacer la cons-
truccién. Puede dejarse registrado lo siguiente:
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Dado un tridngulo, es posible construir tres rectdingulos que compartan un lado con
él y cuya drea sea el doble:

Es posible afirmar que cada uno de los rectdngulos tiene el doble del drea que el
tridngulo porque tienen igual base y altura.

Estudio de la variacion de dreas de figuras en funcion de la variacion de alguna de sus
medidas

Se espera que cada estudiante sea capaz de:

e Establecer regularidades con respecto a la variacién del drea de figuras y fundamen-
tarlas sobre la base de comparaciones apoyadas en descomposiciones y/o relaciones
conocidas entre dreas de figuras.

Tal como se senalé para el caso de comparacién de dreas, los problemas de variacién de
dreas pueden trabajarse desde la lectura de informacién que porta una expresién o a partir
de relaciones geométricas. Aqui se presentardn solo estrategias que se apoyan en propieda-
des de las figuras. En relacién con el trabajo apoyado en la lectura de la informacién que
porta una expresién puede consultarse lo presentado en las pdginas 218 y 219.

Problema

sEs cierto que si a un rombo se le duplica la medida de sus dos diagonales, su drea
se cuadruplica?

El docente puede proponer a los estudiantes que trabajen un tiempo de manera indivi-
dual y luego que se retnan en pequefios grupos para compartir las relaciones que hayan
elaborado y debatan acerca de la resolucién. Resulta importante tener en cuenta que el
problema requiere que en primer término los alumnos puedan determinar si es verdad o
no que el drea se cuadruplica y luego, que validen la afirmacién.
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Para decidir si efectivamente el drea se cuadruplica es esperable que algunos alumnos
prueben dibujando uno o mds rombos particulares y calculen las dreas, con el objetivo de
generalizar la propiedad para todos. Podrian elegir medidas arbitrarias de las diagonales,
construir uno de los rombos con esas medidas y otro con el doble de ellas, para calcular
y comparar sus dreas. Ante este tipo de resoluciones, el docente podrd preguntar cémo
pueden asegurarse de que la propiedad es verdadera para otros rombos diferentes y soli-
citar que intenten buscar una explicacién sin calcular dreas. Esta cuestion serd uno de los
asuntos a tratar en la puesta en comun.

Desde una perspectiva geométrica existen diversas construcciones sobre las cuales basarse
para realizar una validacidn.

El estudio de la variacién se puede realizar apelando a la descomposicién de los rombos
en los cuatro tridngulos rectdngulos que quedan determinados por sus diagonales. Las
medidas de la base y de la altura de los tridngulos del rombo de mayor drea (PT y TQ, por
ejemplo) miden el doble que la base y la altura de los tridngulos que componen el otro
rombo (AO y OB), respectivamente.

Q
Q
B “~
R T
oP
B P T R
A C
D S

Esta descomposicion se puede utilizar para:

e Comparar el drea de los tridngulos de uno y otro rombo: si la base y la altura de un
tridngulo (PT y TQ, por ejemplo) miden el doble que la base y la altura del otro
(AO y OB), el 4rea del primer tridngulo es el cuddruple de la del segundo. Esta rela-
cién puede ser conocida, pero también se puede fundamentar a través de identificar
los tridngulos rectdngulos como “la mitad” de rectdngulos.

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Basico | Matematica



...........

Las dreas de los tridngulos PQT y ABO son
la mitad de la de los rectingulos PLQT vy
AMBO, respectivamente.

T El drea del rectdingulo PLQT es el cuddruple
P de la del rectaingulo AMBO, entonces el drea
del tridngulo PQT es el cuddruple del drea del
tridngulo ABO, es decir que guardan la mis-
ma proporcion.

e Utilizar los dos conjuntos de cuatro tridngulos para formar rectdngulos y apelar a la
relacién entre estos: si las longitudes de la base y de la altura de un rectdngulo son el
doble de las longitudes de la base y de la altura de otro, el drea del primer rectingulo
es el cuddruple de la del segundo. Esta relacién puede ser conocida, pero también se
puede fundamentar a través de determinar cudntos rectdngulos de los de menor drea
se necesitan para formar el otro.

K G
Se necesitan cuatro rectingulos
como KLMN para formar el

N ,
rectdngulo FGH]J.

H

Otra manera de realizar la comparacién entre las 4reas es construyendo dos rectingulos,
uno que inscriba al primer rombo y otro que inscriba al segundo. A partir de esta cons-
truccién los alumnos podrian afirmar que es verdad que el drea se cuadruplica porque
ambos rombos tienen la mitad del drea que el rectdngulo que lo inscribe y el segundo de
estos rectdngulos tiene el cuddruple del 4rea del primero.
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Aunque no se espera que los estudiantes produzcan todas estas resoluciones ni que lo
hagan de manera completa, cada una de ellas se basa en conocimientos que tienen dispo-
nibles y que resulta interesante recuperar. La presentacién y la escritura de cada una de las
validaciones pueden quedar a cargo del docente.

Los problemas presentados y analizados en este apartado ponen el foco en un trabajo de-
ductivo donde se espera que los estudiantes trabajen con figuras y no necesariamente con
un representante particular de ellas. En consecuencia, el tipo de tarea que necesitan desa-
rrollar estd vinculado a la validacidn, que es una préctica que estd en pleno desarrollo. Por
eso, no se espera que los alumnos produzcan validaciones completas ni del todo correctas.
Esos intentos de validacién serdn objeto de reflexion en situaciones colectivas, donde se
podrd discutir y acordar sobre cémo escribirlas de manera clara, qué decir y qué no, etc.
Entre todos, el docente y los estudiantes podrdn producir una validacién acordada que
servird de modelo para otras situaciones semejantes.
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Estadistica y probabilidades

Si bien este apartado retoma el nombre del eje segtn el Diseno Curricular, aqui se propo-
ne un desarrollo concentrado en el tratamiento de algunos aspectos de la estadistica.

Los tipos de tareas y actividad matemdtica de la estadistica difieren de las desarrolladas a
propésito del dlgebra, las funciones y la geometria: no es determinista, interviene el azar
y la inferencia estadistica es una forma de razonar. A partir del estudio de estos conte-
nidos se espera que los alumnos puedan reconocer la importancia del tratamiento de la
informacién y reconozcan algunas de las caracteristicas que presentan las representaciones
mediante las cuales se organiza y presenta dicha informacién.

Lectura, interpretacion y produccion de representaciones graficas

En esta seccidn se proponen situaciones de andlisis y comparacién de distintas representa-
ciones, con el objetivo de que los estudiantes puedan establecer la pertinencia del uso de
cada una de ellas, dependiendo de la situaciéon planteada.

Se incluye tanto la lectura y la interpretacién de distintos tipos de representaciones y gra-
ficos asi como su produccién, poniendo el foco en la pertinencia, segtin la relacién que se
quiere ilustrar.

Intervenciones de ensenanza
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

e Leer, interpretar y producir graficos estadisticos usualmente utilizados en medios de
comunicacion.

* Interpretar distintas representaciones y decidir sobre la pertinencia y/o la convenien-
cia de cada una de ellas, dependiendo de la situacién planteada.

* Producir graficos tomando decisiones sobre la conveniencia de la representacién a
utilizar, dependiendo de la situacién planteada.
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Problema

Antonio tiene un negocio de calzado. Compra pantuflas a un mayorista para luego
venderlas. A continuacidn se presenta una tabla con las ventas y las compras de
pantuflas (en pesos) en el negocio de Antonio.

Mes Ventas Compras
Enero 23.510 15.430
Febrero 19.250 14.380
Marzo 25.460 11.390
Abril 27.850 12.370
Mayo 30.120 14.580
Junio 28.490 15.390
Julio 23.760 14.270
Agosto 21.780 11.230
Septiembre 22.460 9.850
Octubre 21.450 11.760
Noviembre 20.280 9.360
Diciembre 19.360 10.260
Total 283.770 150.270

a) Indicd cudl o cudles de los siguientes gréficos permite/n estudiar mejor la
evolucién de las ventas a lo largo de un ano.

Ventas (en pesos) 35.000 35,000

W Enero 20000 30,000

I Febrero ././-\\

1 Marzo 25.000 25,000 \
Abril ‘\./-\-\‘
Mayo 20,000 20,000 = —

I Junio
W Julio
B Agosto 10,000 10,000
Septiembre
Octubre 5.000 5.000
I Noviembre

0 b
Diciembre C EC PN S E S R © & D S ®EEE
ST VF I E S St S S

& TS < o

15.000 15,000

b) Indicd cudl de los siguientes graficos permite estudiar mejor la ganancia de
Antonio en la venta de pantuflas.

300,000

250,000

200,000 g I [ ]
&

£ 150000

100,000
I Ventas.

50,000 W compras

.
i Ventas o D PP
. = ounors SIS LSS

c¢) Realizd un gréfico que te permita indicar de manera directa si es cierto que
cuando las ventas aumentaron también lo hicieron las compras y viceversa.
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Los estudiantes podran intentar resolver, en parejas, la parte a) del problema. Esta primera
parte tiene como propdsito poner en discusién que algunos gréficos y representaciones
son mds pertinentes que otros, dependiendo de la situacién que se quiere estudiar.

Los alumnos podrdn decir que, en este caso, el grafico circular no permite identificar si de
un mes a otro las ventas aumentaron o disminuyeron, porque las diferencias entre los sec-
tores no son notorias. Ademds, al ser tantos sectores, resulta confuso identificar qué color
se corresponde con cada mes. En cambio, en los otros dos gréficos se puede establecer si
las ventas aumentan o disminuyen recorriéndolos de izquierda a derecha y observando si
las barras o los puntos “suben” o “bajan”. Los estudiantes podrian manifestar que el grafico
de puntos y lineas tiene el agregado de que las lineas describen de manera explicita si los
valores aumentan o disminuyen. Luego de una puesta en comin se podria concluir que
cuando se quiere estudiar la variacién de una serie de datos a los largo del tiempo es mds
pertinente representar esos datos por medio de gréficos de barra o puntos y lineas, ya que
consideran la variacién del tiempo de manera cuantitativa.

En el item b) se pone nuevamente en cuestién el tema de la pertinencia. En este caso am-
bos graficos permiten estudiar la ganancia. El primero agrupa las ventas y las compras de
todo el afio. Los estudiantes podrdn decir que con este gréfico se puede determinar que
las ganancias fueron menores que un 50% con respecto a las ventas, ya que la columna
gris sobrepasa la mitad de la naranja, o la naranja es menor que el doble de la gris. Esto se
puede observar gracias a las lineas gufa horizontales que hay en el grafico. Con respecto al
segundo grafico, podrdn expresar que también permite estudiar la ganancia, pero en cada
uno de los meses. Sin embargo, como la rentabilidad es bastante variable a medida que
transcurre el tiempo, no permite estimar como resulta en todo el periodo. A partir de este
andlisis se podrd discutir nuevamente con toda la clase la diferencia entre los graficos que
permiten ver la evolucién de una serie de datos y los que permiten comparar dos cantida-
des, como ya se hizo en el item a) con respecto al grifico circular y los de puntos y lineas
y barras.

El item ¢) propone a los alumnos producir un grafico. Se solicita que sea uno conveniente
para comparar el aumento o la disminucién de las compras con la variacién de las ventas.
Sobre la base del trabajo realizado y discutido en los problemas anteriores, los estudiantes
podran elegir realizar un gréfico que exprese la variacién en el tiempo. Podrian elegir el
mismo gréfico de barras que se muestra en el item anterior o podrian realizar uno de lineas
y puntos en donde las compras y las ventas se representen con distintos colores. Como se
mencioné anteriormente, se podria dialogar acerca de que el grifico con lineas expresa de
manera explicita los aumentos y los descensos.
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Por ejemplo, mediante este grifico se puede determinar que entre febrero y marzo las
ventas aumentaron, pero sin embargo las compras cayeron.

Resulta importante dejar registrado, en cada caso, por qué se eligié una representaciéon
determinada. Asi, resultard un insumo para los estudiantes al tener que resolver otros
problemas.

Analisis y descripcion de datos

El propésito de este apartado es poner en discusién la idea de experimento aleatorio,
variables aleatorias, recoleccién y organizacién de datos con el objetivo de realizar infe-
rencias y comprender posibles relaciones entre ellos. Por un lado, se propone pensar sobre
la elaboracién de tablas de frecuencias y porcentajes y, por el otro, sobre cémo resumir
y representar mediante un valor un conjunto de datos observados. En el Ciclo Bésico se
trabaja sobre medidas de tendencia central como el promedio, la moda y la mediana.

Intervenciones de ensenanza
Se espera que cada estudiante sea capaz de:

* Definir las variables a considerar y su rango a partir de anticipar posibles resultados
de un experimento aleatorio.

* Recolectar y organizar datos estadisticos de manera que le permita calcular las medi-
das de tendencia central.

e Ultilizar las frecuencias de los valores de una variable en una muestra y las medidas de
tendencia central para analizarla y elaborar conclusiones sobre ella, decidiendo qué
medida de tendencia central es la mds adecuada para representarla.
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Problema

En un restaurante estdn evaluando el tiempo que se tarda en servir la comida a los
clientes una vez que hayan realizado el pedido. Durante un dia se tomaron los tiem-
pos de todos los pedidos durante el almuerzo y se obtuvieron los siguientes datos
(expresados en minutos): 22; 15; 34; 21; 17; 22; 35; 29; 41; 24; 22; 14; 19; 33; 40;
315 23.

a) ;Cudl fue el tiempo promedio que tardaron en servir la comida durante ese
almuerzo?

b) En el restaurante establecieron que un pedido fue entregado a tiempo si se
tard6 menos de 25 minutos en servirlo. ;Se puede decir que durante ese al-
muerzo la mayoria de los pedidos fue entregado a tiempo? ;Por qué?

c) ¢Cudl de estos graficos utilizarias para representar los intervalos de tiempo
transcurridos entre los pedidos y la entrega de los platos en las mesas, que te
permita identificar los que fueron entregados a tiempo?
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Uno de los propésitos de este problema es poner en discusion cudl es la medida de tenden-
cia central mds adecuada para representar una muestra, dependiendo de lo que se quiere
analizar o representar de ella.

Los estudiantes podran resolver el item a) de manera individual para luego hacer una bre-
ve puesta en comun para recordar cémo calcular el promedio. Seguramente no tendrdn
dificultades para determinar que su valor es de 26 minutos.

El item b) podra resolverse en parejas y asi dar lugar al intercambio de distintas maneras
de responder al enunciado. Algunos estudiantes podrdn ordenar los datos agrupdndolos
seguin si el tiempo es menor o mayor a 25 minutos. Luego, como la cantidad de pedidos
en los que se tardé menos de 25 minutos es 9, podrdn afirmar que se puede decir que la
mayoria de los pedidos se entregé a tiempo, porque la cantidad total de pedidos es 17. Es
posible que otros alumnos utilicen el promedio como representante de la muestra y con-
testen que no es posible afirmar que la mayoria se entregé a tiempo, ya que el promedio es
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mayor que 25 minutos. Esta instancia serd propicia para organizar un debate con el pro-
p6sito de poner en discusion el alcance del promedio como representante de una muestra.
De no haber surgido como una estrategia de resolucién, el profesor podrd proponer hallar
la mediana y reflexionar sobre cémo puede ser utilizada para resolver este item del pro-
blema. Esta medida de tendencia central es mas adecuada para poder dividir los datos en
dos partes iguales, sin que se vea afectada por valores extremos. Como conclusién se podrd
dejar asentada la definicién de mediana, cémo calcularla y cémo se puede utilizar para
contestar la pregunta.

Mediana

La mediana es un valor central que se obtiene cuando los valores de la variable estdn
ordenados.

Para comenzar a calcularla, se ordenan los datos de menor a mayor. Si la serie tiene
un nimero impar de medidas, la mediana es la puntuacién central. Si la serie tiene
un ndmero par de medidas, la mediana es el promedio entre las dos puntuaciones
centrales.

En este caso la mediana es 23:
14-15-17-19-21-22-22-22-23-24-29-31-33-34-35-40-41

A lo sumo, la mitad de los valores de la variable es mayor que la mediana.

En este caso, permite afirmar que como méximo la mitad de los pedidos fue entre-

gada en més de 23 minutos. Como la cantidad de pedidos es impar (17), esto es
equivalente a decir que la mayoria fue entregada en menos de 25 minutos.

En el item c) los estudiantes deberdn considerar los rangos de valores que se proponen
en cada caso. Serd importante destacar que estos deben ser excluyentes, por ejemplo,
analizando que un pedido que haya sido entregado en 30 minutos estd contabilizado en
la columna que en su etiqueta dice: “Hasta 30”. A partir de analizar el contexto, podrin
decir que los rangos del primer grafico no son pertinentes. El restaurante se propuso di-
ferenciar los tiempos seglin si son mayores o menores que 25 minutos y, en ese grafico, se
agrupan valores de tiempo entre 20 y 30 minutos. Ademds, se podrd discutir si es perti-
nente considerar el rango entre 0 y 10 minutos, ya que pueden ser valores imposibles para
entregar una comida en un restaurante.

En cambio, en el segundo grifico si se diferencia entre los tiempos de entrega menores y
mayores que 25 minutos. Sin embargo, la tltima columna solamente agrupa valores hasta
45 minutos. Se podria poner en discusiéon qué sucede si un pedido se demora mds de 45
minutos, para llegar a la conclusién de que serfa conveniente agregar una tltima columna
que agrupara a todos los pedidos que tarden mds de 45 minutos.
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En la puesta en comun se podria concluir que:

Cuando se precisa relevar valores (por ejemplo, por medio de una encuesta) o repre-
sentarlos en un gréfico, muchas veces es conveniente agruparlos.

Para establecer los rangos en los cuales serdn agrupados se debe tener en cuenta que:

* Se cubran todos los valores posibles de la variable.

* El “corte” se haga de manera tal que queden separados los valores que no se
quieren “mezclar” debido a la situacién (por ejemplo, en el caso del restauran-
te, los tiempos menores y mayores que 25 minutos).

Los problemas presentados en este apartado trabajan sobre colecciones de datos incluidas
en los enunciados, a veces en forma de listas o tablas y otras en forma de grificos. Serd
necesario complementar estas actividades proponiendo situaciones que requieran de la
recoleccién y la organizacién de datos, promoviendo el andlisis de las caracteristicas que
deben poseer: para qué se buscan datos, de dénde es pertinente extraerlos, mediante qué
herramientas es posible recabar la informacién que se precisa, entre otras.
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