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Presentacion

¢Que saben y son capaces de hacer los/as
estudiantes en una asignatura en cierto momento
de su recorrido escolar?

¢Como podemos ayudarlos/as a avanzar en
su proceso de aprendizaje apoyandonos en
lo que ya saben?

¢,Como abordar en el aula la diversidad de cada
grupo, reconociendo las diferencias en los
niveles de aprendizaje, y ofrecer a distintos/as
estudiantes las oportunidades adecuadas para
que continuen aprendiendo?

¢Qué hacemos con los/as estudiantes que estan
en un aio y que requieren completar aprendizajes
de anos anteriores?

Estas y muchas otras preguntas similares atraviesan las progresiones para la ensenanza y
el aprendizaje que aqui se presentan y que han orientado el proceso de su elaboracién. Se
trata de interrogantes tipicos para quienes nos dedicamos a la ensefanza y compartimos
el desafio de fortalecer la calidad y la equidad en el acceso al conocimiento para los/as
estudiantes.

El material propone una mirada sobre el aprendizaje que parte del reconocimiento de la
heterogeneidad de la clase escolar como rasgo constitutivo de la realidad del aula, y se pro-
pone colaborar con el diseno de la ensefianza atendiendo a la singularidad de los avances
que cada estudiante manifiesta.
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¢Qué son las progresiones?

Se entiende por progresiones la descripcién de recorridos posibles y pertinentes para la
ensenanza y el aprendizaje de contenidos fundamentales de la trayectoria escolar. Estas
descripciones se sustentan en el enfoque didactico adoptado por el Disesio Curricular para
cada drea. Por lo tanto, las progresiones no representan lineas de desarrollo natural, sino
que reconocen un contexto escolar situado en el marco de las definiciones propias del
sistema educativo de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires. Sin embargo, como estdn ba-
sadas en evidencia de aula, son verificables y proporcionan criterios claros y compartidos
para el monitoreo de los aprendizajes con una perspectiva formativa, orientada a la toma
de decisiones para la ensefianza.

Las progresiones en desarrollo corresponden al drea de Matematica, en los niveles Primario
y Secundario. La decisién de desarrollarlas para esta drea atiende a su cardcter bdsico,
transversal e instrumental en el recorrido formativo de la educacién obligatoria. Al interior
se establecen ejes (tomados de los respectivos disenos curriculares) que permiten organizar
la descripcidn de aprendizajes prioritarios, con secuencia y complejidad creciente. En ese
sentido, no se toman todos los contenidos del curriculum, sino aquellos respecto de los
cuales resulta posible, a la vez que necesario, establecer algunas pautas para la evaluacién
formativa.

Un aspecto contemplado en la elaboracién es el progreso relativamente dispar o desparejo
que las trayectorias escolares ponen frecuentemente de manifiesto aun al interior de
una misma 4rea o asignatura. Los avances en un drea de conocimiento no siempre son
homogéneos. Un/a estudiante puede progresar mds rdpidamente en su dominio de los
g
distintos tipos de funciones que en el trabajo geométrico, por ejemplo. Por ello, las
g
progresiones se han organizado asumiendo que cada estudiante puede avanzar con ritmo
dispar en los diversos recorridos que se proponen segtin los ejes.
g

¢ GComo se relacionan las progresiones con el marco curricular?

Las progresiones ponen en relacién los contenidos de ensefianza y objetivos establecidos
en los documentos curriculares de la jurisdiccion (Diserio Curricular para la Escuela
Primaria; Diserio Curricular. Nueva Escuela Secundaria de la Ciudad de Buenos Aires;
Metas de aprendizaje. Niveles Inicial, Primario y Secundario de las escuelas de la Ciudad
Autdnoma de Buenos Aires y Objetivos de aprendizaje para las escuelas de Educacion Inicial
y Primaria de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires) y los aprendizajes manifestados por
los/as estudiantes, considerando la heterogeneidad de los puntos de partida. En este
sentido, como instrumento para la evaluacién formativa, las progresiones resultan un
complemento del marco curricular en el que se basan y dialogan con los materiales de
desarrollo curricular que apuntan a fortalecer la intervencién didéctica.
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iPara qué se pueden usar en la escuela las progresiones
de aprendizaje?

El desarrollo del material busca contribuir a la tarea docente en el proceso de observacién
y andlisis del aprendizaje de los/as estudiantes, relevando elementos centrales en cada drea
curricular. Ayuda a poner en didlogo las prescripciones curriculares con la realidad de los
grupos para responder de manera oportuna y pertinente a las necesidades heterogéneas de
aprendizaje que se identifican en el aula.

A la vez, esta mirada sobre los aprendizajes permite también a maestros/as y profesores/as
establecer expectativas desafiantes y viables para cada estudiante, en funcién de las condi-
ciones de ensefianza generadas en el aula y en la escuela.

Es indudable que para la configuracién de mejores trayectorias escolares resulta funda-
mental incorporar en la escuela estrategias de trabajo y herramientas que reconozcan los
distintos ritmos de aprendizaje, asi como los puntos de partida de cada estudiante.

¢Gual es la relacion entre los niveles de las progresiones y los grados
0 ainos escolares?

Las progresiones se plantean por ciclo. Esta decisién fue adoptada con el propésito de
alentar una mirada més amplia que el ano como horizonte de intervencién, contemplar
los logros de los/as estudiantes en perspectiva y favorecer su uso para la definicién de
secuencias de trabajo especificas que se ajusten a las necesidades reales de aprendizaje. Al
mismo tiempo, permiten plasmar la idea ya expresada de que los avances no se dan de
manera pareja u homogénea en relacién con las diversas dreas ni ejes de una misma drea.
Las progresiones deben ayudar, en este sentido, a individualizar las intervenciones en el
aula y romper con la expectativa de homogeneidad en la clase escolar.

Desarrollo de las progresiones del aprendizaje

El siguiente esquema representa las progresiones del aprendizaje a desarrollar en Matematica.
Comprende la educacién primaria y la educacién secundaria en una légica de trayectoria o
recorrido extenso por la escolaridad obligatoria. Las progresiones se organizan en e¢jes, esta-
blecidos a partir de los disefios curriculares.
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firea Educacion Primaria Educacion Secundaria
Primer Ciclo Segundo Ciclo Ciclo Basico Ciclo Orientado
, . Nimeros y operaciones
Niimeros y operaciones o v rales
Sistema de numeracion e
S Suma y resta
:c_% Multiplicacion y division Geometria
£ Espacio, formas
ol medida ! Medida
—  Espacio Medidas de longitud,
Formas geométricas gap gci dad, pesoy tiempo
Medida erimetro, area y

volumen

Este documento presenta las progresiones de aprendizaje en Matemdtica para el Ciclo
Orientado de la escuela secundaria.
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Introduccion

A continuacién, se presentan las progresiones de los aprendizajes esperados para el drea de
Matemitica durante el Ciclo Orientado de la escuela secundaria.

Este documento se propone aportar herramientas para planificar la ensefianza desde el
reconocimiento de la diversidad de los conocimientos que van construyendo los/as estu-
diantes en Matemitica a lo largo de su trayectoria educativa, y, particularmente, poniendo
foco en la transicion entre el Ciclo Bésico y el Ciclo Orientado, y en los tres afios de este
tltimo. Las progresiones permiten identificar avances en los conocimientos de los/as estu-
diantes, y ofrecen indicios del tipo de estrategia y prictica que se espera que desarrollen.

Para la elaboracién de las progresiones se han considerado asuntos centrales del Ciclo
Orientado, en el que se espera desarrollar una gran diversidad de aprendizajes comple-
jos. Por ejemplo, que los/as estudiantes inicien el recorrido que les permita avanzar en
el aprendizaje de los distintos tipos de funciones, no solo para reconocerlos o aplicar las
férmulas vinculadas a ellos, sino también para construir un sentido funcional, imbricado
con el algebraico. En esta linea, las ecuaciones adquieren distintos sentidos segin el mar-
co desde el que se las interprete para resolverlas. Asimismo, se complejiza el tipo de tarea
esperada, por ejemplo, elaborar conjeturas y argumentar sobre su validez, hallar contrae-
jemplos para las afirmaciones falsas y validar las verdaderas, tanto en el dmbito del dlgebra
como en el de las funciones o en el de la geometria. Uno de los desafios consiste, entonces,
en planificar la ensefianza de modo que permita acompanar a los/as estudiantes en la cons-
truccién de los nuevos objetos matemadticos y las précticas asociadas. La transicién entre el
Ciclo Bésico y el Ciclo Orientado es un punto de partida, teniendo en cuenta que, en ese
pasaje, los contenidos que no hayan logrado construir en el Ciclo Basico deberdn cons-
tituir objeto de ensefianza en el Ciclo Orientado. Y aun en el caso de que si hayan sido
tratados en el Ciclo Bdsico, es necesario proponer actividades que permitan recuperarlos,
reinvertirlos y resignificarlos.

Para la elaboracién de las progresiones para el Ciclo Orientado del Nivel Secundario se
ha realizado una seleccién de algunos contenidos fundamentales del Disesio Curricular de
la jurisdiccién, afianzando un criterio de continuidad con la produccién curricular del
drea y de la Ciudad. El recorte de los contenidos que se han considerado centrales para el
desarrollo de este material no implica de ninguna manera la intencién de que los demds
no sean ensefados. Simplemente se comunican algunas prioridades frente a otras posibles.
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Las progresiones para Matemitica en el Ciclo Orientado se presentan organizadas en ca-
pitulos que se corresponden con los cuatro ejes del Diserzo Curricular: Nameros y dlgebra;
Funciones y dlgebra; Geometria y medida; y Estadistica y probabilidades.

El capitulo Nimeros y dlgebra comprende dos progresiones. La primera, “Combinatoria”
da cuenta de los aprendizajes correspondientes a problemas de conteo, teniendo en
cuenta aquellos que se resuelven con permutaciones, variaciones con y sin repeticion y
combinaciones. La segunda progresién, “Distancia entre niimeros reales”, considera el
valor absoluto como expresion de la distancia de un nimero al cero y el médulo de una
resta como expresion de la distancia entre dos ndmeros o expresiones. Si bien este contenido
estd referido al eje Nmeros y Algebra, se ha considerado también su interpretacién y
trabajo en el marco funcional.

El capitulo Funciones y élgebra incluye cinco progresiones: “Funcién cuadritica’,
“Funcién polinémica”, “Funcién exponencial”, “Funcién logaritmica” y “Funcién tri-
gonométrica’. Para cada uno de los casos, se ha considerado la produccién de gréficos,
la relacién entre los pardmetros de una férmula y las caracteristicas del grafico corres-
pondiente, el estudio de una funcidn, la resolucién de ecuaciones e inecuaciones y la
resolucién de situaciones extramatemdticas mediante modelizaciones. Ademds de estas
cuestiones generales, se consideraron también aspectos particulares referidos a cada tipo
especifico de funcién.

El capitulo Geometria y medida comprende tres progresiones. La primera de ellas, “Se-
mejanza de tridngulos y teorema de Thales”, parte de la semejanza para trabajar sobre
la proporcionalidad de las longitudes de los segmentos y, luego, sobre el teorema. En la
progresién correspondiente a “ITrigonometria” se considera la definicién de las razones
trigonométricas como los cocientes entre lados de tridngulos rectdngulos semejantes, para
luego adentrarse en los teoremas del seno y coseno. Finalmente, en “Posiciones relativas
entre una recta y una circunferencia, y dngulos inscriptos”, se reinvierten los conocimien-
tos sobre circunferencia y clasificacién, construccién y congruencia de tridngulos, para
elaborar relaciones entre distintos dngulos.

Por dltimo, el capitulo Estadistica y probabilidades incluye solo una progresién para
“Probabilidades”. Alli, por un lado, se plantean problemas que se pueden resolver por
medio de conteo, mientras que, por el otro, se analizan propiedades de la probabilidad,
sucesos mutuamente excluyentes, independientes y la probabilidad condicional.

Debe advertirse que el desarrollo de cada eje es mds extenso en algunos casos que en otros.
Esto se debe a que hay contenidos centrales del ciclo que demandan varios afios de trabajo
y que no tienen presencia en el Ciclo Bdsico —por ejemplo, la gran variedad de funcio-
nes—y, por lo tanto, requieren de un tratamiento mds prolongado y mayor detalle en la
progresién de los aprendizajes esperados.

Para cada eje y subeje de contenidos se presentan diferentes niveles de progreso, que re-
sultan necesariamente cortes arbitrarios del proceso. No se espera que los/as estudiantes
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se ubiquen precisamente en un nivel, sino que pueden estar también en trdnsito de uno a
otro. Las progresiones estin pensadas para orientar la interpretacién de sus conocimien-
tos, pero no deben leerse los cortes como limites rigidos. Se busca que estas descripciones
sirvan a la comprension de los aprendizajes ya logrados y contribuyan a delinear recorri-
dos posibles para la ensenanza. A partir de la planificacién de estos recorridos, incluyendo
actividades e intervenciones docentes, entre otras cuestiones, se espera que los/as estudian-
tes vayan evolucionando en los niveles de apropiacién de los contenidos.

Asimismo, es preciso explicitar que los niveles no suponen una correspondencia con los
afos o cursos que componen el Ciclo Orientado. Segiin el contenido, un/a estudiante
puede estar en distintos niveles, dado que, por ejemplo, manifiesta menor avance al tra-
bajar con funciones cuadriticas, y mayor avance al hacerlo con funciones logaritmicas.
Por otro lado, los niveles no constituyen una secuencia fija y necesaria por la que tienen
que pasar de manera graduada los/as estudiantes. Se asume que los puntos de partida y
las actitudes hacia la matemdtica, su vinculo con la escuela y el estudio, y los puntos de
llegada nunca son homogéneos en un grupo escolar, lo que implica que frente a una mis-
ma secuencia de ensefanza algunos/as estudiantes habrdn alcanzado un nivel y otros/as,
uno diferente. En algunos casos, las situaciones que plantean los enunciados de los pro-
blemas que corresponden a los distintos niveles de un mismo contenido son las mismas
y cambian las preguntas. Para otros contenidos, los problemas son los mismos, mientras
que cambian las estrategias que se espera que desarrolle un/a estudiante en cada nivel. La
intencién de la inclusién de ejemplos es acompanar la lectura de las descripciones con
actividades propias del aula que permiten poner en evidencia las paulatinas adquisiciones
que realizan los/as estudiantes.

Una consideracién adicional sobre los niveles: en este documento se ha incluido una
columna previa al primer nivel que se identifica como “Ciclo Bdsico”. Alli se incluyen
aquellos conocimientos necesarios para poder avanzar en los aprendizajes especificos del
Ciclo Orientado. Al ser considerados previos, es posible que los/as estudiantes no dispon-
gan de todos ellos o no los recuerden. En cualquier caso, como se anticipé previamente,
la escuela debe hacerse cargo de su ensenanza. No se trata de volver a trabajarlos como la
primera vez, sino de plantear situaciones o secuencias que permitan recuperarlos. En este
sentido, se recomienda la lectura de Progresiones de los aprendizajes. Educacion Secundaria.
Ciclo Bdsico. Matemdtica', ya que las progresiones alli presentadas constituyen un punto
de anclaje para pensar la articulacién entre ciclos.

De esta forma, el material busca ser un punto de apoyo para la escuela y los/as profesores/as
en la organizacién de propuestas de trabajo que contemplen el total de los/as estudiantes. A
partir del diagnéstico del estado de los conocimientos, es posible organizar agrupamientos
con estudiantes de tercer ano, de cuarto y de quinto que tienen que aprender los mismos

! Ministerio de Educacién e Innovacién. Unidad de Evaluacién Integral de la Calidad y Equidad Educativa (2019).
Progresiones de los aprendizajes. Educacion Secundaria. Ciclo Bdsico. Matematica. Buenos Aires, Argentina: GCABA.
Disponible en: https://www.buenosaires.gob.ar/calidadyequidadeducativa/evaluacion/progresiones  [consultado el
30/12/2020].
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contenidos, disenar dispositivos de reingreso para quienes hayan interrumpido su
trayectoria escolar, pensar y explorar acciones de integracién o adecuacion curricular. Se
espera que estas progresiones sean herramientas que se usen en la escuela para disefar
dispositivos especificos de ensenanza asentados en aquello que “si saben los/as estudiantes”,
mds que en “lo que les falta” o “lo que no saben”.

Ademds de las progresiones con forma de tabla, para cada eje se proponen ejemplos de ac-
tividades posibles destinadas a relevar los aprendizajes alcanzados. Se trata de ejemplos de
problemas para trabajar en clase, que permiten hacer una lectura e interpretacién sobre los
estados de conocimientos logrados en determinado momento del proceso. Cada capitulo
se completa ademds con la inclusién de situaciones didécticas e intervenciones docentes
destinadas a enriquecer el disefio de propuestas de ensefianza que propicien avances en los
aprendizajes.
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Condiciones didacticas

Se ha mencionado ya que estas progresiones no implican niveles de desarrollo espontd-
neo ni habilidades o capacidades que evolucionan a partir del paso del tiempo, como
tampoco son el tnico recorrido de aprendizaje posible. Se trata de aprendizajes escolares
que solamente pueden lograrse a partir de la ensefianza sistemdtica y organizada. En otras
palabras, estos aprendizajes se producen bajo ciertas condiciones didacticas.

Entre las condiciones diddcticas resulta central el rol de el/la docente, quien selecciona,
planifica y propone secuencias de problemas para el aprendizaje de los diversos contenidos
y el desarrollo de précticas. Durante las clases, los/as estudiantes disponen de un espacio
para resolver los problemas de manera individual o en grupos, segin lo requiera la situa-
cién y en funcién de la planificacién docente, usando diversos recursos. El/la docente
interactia con los/as estudiantes, organiza espacios para difundir y analizar estrategias
de resolucién correctas e incorrectas y resultados obtenidos, explica, propone escrituras
y formas de representacién, favorece la identificacién de relaciones y permanentemente
ayuda a una progresiva toma de conciencia de aquello que espera que esté disponible para
ser reutilizado en problemas siguientes. También propone registrar aquello que resulta
importante retener, ayudando a que la carpeta sea una herramienta de estudio. Algunos
problemas tendrdn por objetivo construir nuevos conocimientos, mientras que otros con-
tribuirdn a afianzar, reutilizar o evaluar aprendizajes ya alcanzados.

Durante la ensefanza es importante propiciar espacios de debate e intercambio que
beneficien a todo el grupo de estudiantes. Para que estos espacios sean productivos, re-
sulta importante que el/la docente registre las conclusiones y las nuevas estrategias en el
pizarrén, mientras los/as alumnos/as lo hacen en sus carpetas, a fin de promover la dispo-
nibilidad de los nuevos recursos para su uso en los problemas siguientes. Se espera que en
la escuela secundaria los/as estudiantes vayan ganando autonomia en el uso de su carpeta,
que no solo deberia incluir lo que el/la docente sugiere sino también anotaciones persona-
les, recuadros, marcas, etcétera.

En este enfoque didéctico es central diferenciar la produccién colectiva de la individual.
Los/as estudiantes exploran de manera individual formas de resolucién de cada tipo de
problema, pero es en el dmbito colectivo donde se dirimen las direcciones hacia las cuales
conducir los esfuerzos. Por otro lado, a partir de los debates sobre diferentes estrategias de
resolucién tendrdn que defender su postura, convencer al resto —o ser convencidos/as—,
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dar razones que se apoyan en conocimientos matemdticos para las decisiones que toma-
ron, etcétera. Lo individual alimenta lo colectivo, y lo colectivo alimenta lo individual. Sin
embargo, la resolucién colectiva de un problema no necesariamente implica que cada estu-
diante podrd luego resolver individualmente una situacién semejante. Resulta esencial que
el/la profesor/a tenga informacién acerca de quienes no pueden avanzar para intervenir
con ayudas que les permitan desarrollar alguna estrategia. Estas intervenciones necesitan
ser pensadas y planificadas, porque de acuerdo con la cantidad de informacién que se le
brinde, el/la estudiante puede seguir pensando o puede lograr que la situacién deje de ser
un problema. En todos los casos es necesario que las ayudas surjan de comprender c6mo
el/la estudiante estd pensando el problema, y solo funcionan si pueden anclarse en las re-
laciones que haya realizado o en aquello que haya producido. Las ayudas “genéricas” no
siempre resultan ttiles para todos/as. Para quienes no logran iniciar una resolucién, puede
resultar clave ayudarles a buscar en su carpeta otro problema parecido ya resuelto, propo-
nerles uno similar pero con menor nivel de complejidad para luego retomar el problema
original, o incluso sugerirles alguna estrategia especifica (“podés hacer un esquema”, “;te
servird hacer una figura de anélisis?”, “fijate si te conviene resolver algebraicamente o desde
el punto de vista funcional”, “;hay algin par de tridngulos semejantes?”, “;te sirve para
hallar la medida que falta?”, “;probaste trazando algin elemento auxiliar?”, etcétera). Si
bien en estos casos el/la estudiante recibe cierta informacién, tiene a su cargo una porcién
relevante de responsabilidad. La ayuda no le resuelve el problema sino que funciona como
un andamiaje para atreverse a proponer una solucién o una estrategia, punto de partida
para seguir produciendo.

Otra consideracién merece el tratamiento de los errores que aparecen en las resoluciones.
Desde la perspectiva diddctica adoptada, esos errores no solo permiten ver qué es lo que
un/a estudiante no sabe, sino que también informan qué sabe. Muchos errores tienen una
légica que es posible develar, una razén de ser que implica una cierta idea o teorfa errénea
que es preciso revisar. Algunos son tipicos, anticipables por los/as docentes y producidos
simultdneamente por diferentes estudiantes y por varios grupos. También hay errores me-
nos habituales o menos estudiados que responden a l6gicas que es importante conocer.
En todos los casos, cuando un error es importante, significativo, y no es una simple equi-
vocacién, merece ser analizado colectivamente para promover interacciones que ayuden
a avanzar a todo el grupo. Justificar por qué una solucién es incorrecta, rechazar alguna
idea equivocada, identificar alertas y cuidados a considerar en el tratamiento de un tipo
de problemas implica, también, un progreso en los conocimientos.

¢Que observar para recabar informacion sobre los aprendizajes
de los/as estudiantes?

En el trabajo cotidiano en el aula, observar el desempefio de los/as estudiantes mientras
resuelven los problemas que se les plantean y analizar el tipo de intervenciones y preguntas
que hacen, los comentarios o explicaciones que pueden dar de su trabajo, las validaciones
que producen, son indicadores para conocer qué saben. Sin embargo, en la escuela se-
cundaria no siempre resulta ficil obtener informacién sobre todo el grupo de estudiantes
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durante los momentos de intercambio, por lo que se hace necesario también plantear
momentos especificos de trabajo individual o evaluaciones formativas para mirar mds
detenidamente la produccién de cada uno/a. Esas instancias permiten reconocer qué es lo
que pueden hacer solos/as y realizar interpretaciones sobre cudl es el estado de sus conoci-
mientos respecto de cierto contenido. Esta informacién es central para poder determinar
cémo continuar la tarea de ensenanza con el grupo y, ademds, planificar intervenciones
particulares con estudiantes que asi lo necesiten. En el desarrollo del material, para cada
uno de los ejes establecidos se incluyen ejemplos de problemas para ser resueltos en clase
de manera individual que podrian ser ttiles a la hora de recabar informacién sobre el
estado de conocimientos. Se trata de situaciones que permiten diagnosticar lo que han
logrado aprender sobre algunos contenidos de ensefianza.

Es necesario que para el disefio de las evaluaciones se considere qué contenidos y tipos de
tareas han sido objeto de ensenanza. Las actividades elegidas para evaluar deben implicar
tareas semejantes y de complejidad similar a las realizadas en clase. En el trabajo en
Matemdtica, no solo se ponen a disposicién de los/as estudiantes principios, conceptos
e informacién propios del drea, sino también, y principalmente, formas de trabajo y tipos
de pricticas. Para los/as alumnos/as, el sentido de los conceptos estd dado por el tipo
de prdcticas que se despliegan a propdsito de ese objeto matemdtico. Por ejemplo, si
se trabajé con funciones cuadrdticas en problemas que apuntan a la produccién de un
grdfico, no serfa adecuado presentar por primera vez en una evaluacién un problema en
el que se deba modelizar una situacion a través de una funcion cuadritica, porque implica
encarar una tarea muy diferente y nueva. Los aprendizajes involucrados en la produccién
de un grifico no necesariamente alcanzan para interpretarlo como el modelo de una
situacion. Para poder hacer una interpretacién de lo que sabe cada estudiante a partir
de sus producciones, es necesario solicitarle que muestre su resolucién, que registre de
alguna manera el procedimiento llevado a cabo para la solucién de cada problema y que
dé cuenta de por qué tomé cada decisién. Solamente asi se tendrd la oportunidad de
analizar las estrategias usadas y detectar las cuestiones centrales sobre las que hay que seguir
trabajando. En ese sentido, es necesario recordar que el desempefio de cada estudiante
dependerd, entre otras cuestiones, de su punto de partida y de la ensefianza sistemdtica
que haya recibido.
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Los Ntmeros Naturales, Enteros y Racionales han sido objeto de trabajo en el Ciclo
Basico. En el Ciclo Orientado se incorpora el andlisis de los nimeros irracionales, el
tltimo conjunto necesario para poder definir los Nimeros Reales. Sin embargo, no se
ha incluido una progresién para su aprendizaje, porque se lo considera transversal a otros
contenidos.

Para estas progresiones se han considerado dos subejes:

¢ Combinatoria
¢ Valor absoluto
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Combinatoria

El trabajo sobre combinatoria gira en torno a situaciones de conteo que se diferencian de
la siguiente manera: si al considerar qué casos son distintos se debe tener en cuenta o no
el orden de los elementos, y cémo es posible contar esos casos. Las estrategias construidas
a partir de estos problemas serdn necesarias para resolver situaciones que no requieren
especificamente del uso de permutaciones ni de variaciones o de combinaciones.
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Combinatoria

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Reconoce si un problema trata de permutaciones,
variaciones sin repeticién o variaciones con
repeticion.

Por ejemplo, al resolver este problema:

;Cudntas contrasefias de 4 caracteres se
pueden formar usando las letras “m”, “t”,
[l ’ <« » <« » « » .

n” y los nimeros “4”, “8” y “0” sin repe-
tir ninguna letra ni ningtin nimero?

El/la estudiante reconoce que se trata de una
situacién de variaciones sin repeticién de 6
elementos tomados de a 4. Resuelve utilizando
la f6rmula ﬁ, o bien por medio del cdlculo
6-5 -4 -3, interpretando que se tienen que
completar cuatro lugares y que para el primero
de esos lugares hay 6 posibilidades, para el

segundo 5, etcétera.
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= Generalizacion de estrategias para el calculo de la cantidad
de casos.

= Problemas de conteo.

= Problemas que involucran permutaciones, variaciones sin
repeticion y con repeticion, y combinaciones.

Ciclo Orientado

Resuelve problemas de conteo que requieren
de la utilizacién combinada de permutaciones,

Reconoce situaciones de conteo en las que no se
debe tener en cuenta el orden, y las interpreta co-

mo problemas que tratan de combinaciones.

Por ejemplo, al resolver este problema:

De los/as 20 estudiantes de una divisién
i de una escuela se necesita elegir un grupo
. de 5 representantes en una asamblea. ;De
cudntas maneras distintas se podria for-
i mar el grupo?

El/la estudiante reconoce que se trata de una
situacién de combinaciones de 20 elementos
tomados de a 5. Resuelve utilizando la fér-

1

mula ﬁ, o bien por medio del cédlculo

20.19.18.17-16 ;
L9185 7.16 interpretando que por cada
5 estudiantes existen 5! = 120 grupos que son
equivalentes y que, en consecuencia, para cal-
cular la cantidad de grupos distintos es necesa-

rio dividir por ese valor.

variaciones sin repeticion, variaciones con repeticion

y combinaciones.

Por ejemplo, ante el siguiente problema:

De todos/as los/as integrantes de dos divi-
© siones de una escuela se necesita elegir un !
. grupo de 3 estudiantes para que los repre- |
senten en una asamblea. Una de las divi-
i siones estd formada por 15 estudiantes y !
. la otra por 18. ;De cudntas maneras dis- |
| tintas se podria formar el grupo si es nece- |
sario que esté formado por estudiantes de
© ambas divisiones?

El/la estudiante establece que una manera de
hallar la cantidad de grupos consiste en calcu-
lar primero la cantidad total sin tener en cuen-
ta la restriccién, para luego restarle la cantidad
de grupos que solo tienen miembros de una de
las dos divisiones. Para hallar la primera canti-
dad utiliza el combinatorio C}* = 5456. Para
las otras dos utiliza los combinatorios C}’ = 455
y C;s = 816. De esta manera, obtiene: 5456 -
455 - 816 = 4185.
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Valor absoluto

Si bien la nocién de valor absoluto se trabaja desde el Ciclo Bésico, en el Ciclo Orientado
se propone una profundizacién de lo visto. Se parte de una nocién numérica, a partir de
considerarlo como la distancia al cero o entre dos valores, para avanzar hacia una nocién de
tipo algebraica y una de tipo funcional. En particular, interesa que los/as estudiantes puedan
resolver una ecuacién o inecuacién desde un marco numérico, algebraico o funcional, anali-
zando las relaciones entre ellos.

Numeros y algebra



Valor absoluto

Ciclo Orientado
2 “
Calculos y operaciones en los conjuntos de los Interpreta el médulo como una distancia entre nd-
Numeros Naturales, Enteros y Racionales. meros para resolver ecuaciones e inecuaciones.

Aproximacion a las funciones a través de gréficos car-

sl Por ejemplo, frente a la ecuacién |x - 3| + 5 = 4,

el/la estudiante inicia el proceso de resolucién
de la siguiente manera:

4-5
-1

[ - 3]
[ - 3]

para afirmar que no hay solucién porque
la distancia entre dos niimeros no puede ser
negativa.

O bien, frente a la inecuacién |x - 3| + 5 > 7,
el/la estudiante opera de la siguiente manera:

|x-3]>7-5
|x-3| > 2

para afirmar que el conjunto solucién es
S = (-00;1) U (5;+00) debido a que los nu-
meros que pertenecen a esos intervalos son los
que se encuentran a una distancia mayor que
2 de 3. Para llegar a esta tltima conclusién po-
dria apoyarse en la recta numérica.

distancia 2 distancia 2

Pl \ il il il / >
< ) : : : { >
1 3 5
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= Valor absoluto de un niimero. = Resolucion de ecuaciones e inecuaciones con valor absolu-

. . , , . . to apelando a la nocion de distancia.
= Distancia entre dos numeros: el modulo de su diferencia. P

Ciclo Orientado

Interpreta el médulo como una distancia entre ni- Interpreta el médulo como el valor absoluto de un
meros para anticipar la existencia y el tipo de solu- nimero para estudiar funciones.
cién de una inecuacién.

Por ejemplo, al resolver este problema:
Por ¢jemplo, al resolver este problema:

El siguiente es el grifico de la funcién de-
¢Es posible que el conjunto solucién de la finida por la férmula f(x) = 4 (3)" - 1.
siguiente inecuacién sea una unién de in-

. tervalos disjuntos?

El/la estudiante interpreta que si & es positi-
vo el conjunto solucién es un unico interva-
lo centrado en 3, con los extremos a & unida-
des de distancia.

Analiz4 si el grafico de la funcién defini-

b umidaddes b umiddaddes da por la férmula g(x) = | f(x)| posee una

asintota.
< f : ] >
3-b 3 3+0b
El/la estudiante realiza un gréfico como el si-
Luego analiza que si & es igual a 0 la Gnica so- guiente, a partir de interpretar que los valores
lucién es 3 y que si & es menor que 0 la inecua- de las imdgenes de la funcién g son “los mis-
cién no tiene solucién. Para finalizar responde mos” que los de £; pero positivos.

que, entonces, no es posible que el conjunto
solucién de la inecuacién sea una unién de in-
tervalos disjuntos.

Analiza que cuando x tiende a infinito
los valores de la imagen de g “se acercan”
a 1 como consecuencia de que los de la
imagen de f“se acercan” a -1. Afirma, como
conclusién, que la funcién g posee una
asintota de ecuacién y = 1.
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Actividades para relevar los aprendizajes

Como se sefalé en la introduccién de este documento, se incluyen aqui algunos ejemplos
de problemas que podrian ser utiles a la hora de reunir informacién sobre el estado de
conocimientos de los/as estudiantes en relacién con el eje Nimeros y dlgebra. Se puede
obtener parte de esta informacién durante el trabajo en el aula, al observar a los/as estu-
diantes mientras resuelven problemas, analizar sus intervenciones y preguntas durante las
instancias colectivas y las explicaciones que pueden dar de su trabajo. Sin embargo, resulta
necesario también disponer de datos acerca de sus producciones en situaciones de trabajo
individual, que permitirdn analizar mds detalladamente la produccién de cada estudiante.
Las situaciones propuestas a continuacién responden a este propdsito.

Combinatoria

Situacion. Combinaciones de elementos con restricciones

El siguiente problema propone contar una cantidad de grupos que deben cumplir
con restricciones, con el objetivo de evaluar si los/as estudiantes son capaces de con-
siderarlas y cémo las incorporan a las estrategias de conteo que utilicen.

Del total de estudiantes de dos divisiones de una escuela se necesita elegir un
grupo de tres representantes para una asamblea. Una de las divisiones estd
formada por 15 estudiantes y la otra por 18. ;De cudntas maneras distintas
se podria formar el grupo si es necesario que esté formado por al menos un/a
estudiante de cada divisién?

Para este problema se puede observar si el/la estudiante:

» No considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de cada
divisién en el grupo ni reconoce que no se debe tener en cuenta el orden en el
que se los/as elige. Por ejemplo, toma los/as 33 estudiantes y afirma de manera
incorrecta que la cantidad de grupos es el resultado del cdlculo 33 - 32 - 31, inter-
pretando que se tienen que completar tres lugares y que para el primero de esos
lugares hay 33 posibilidades, para el segundo 32 y para el tercero, 31.
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»

No considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de
cada divisién en el grupo (o no sabe cémo hacerlo) pero si reconoce que no
se debe tener en cuenta el orden en el que se los/as elige. Por ejemplo, podria
tomar el total de 33 estudiantes y calcular de manera incorrecta la cantidad de
casos con el combinatorio C’. También podria afirmar que la cantidad de gru-
pos es el resultado de dividir por 6 a 33 - 32 - 31 = 32730, interpretando que
por cada 3 estudiantes existen 3! = 6 grupos que son equivalentes.

Considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de cada di-
visién en el grupo pero no tiene en cuenta cuestiones referidas al orden en el que
se elige. Por ejemplo, interpreta que se tienen que completar tres lugares y que
para el primero de esos lugares hay 15 posibilidades, para el segundo 18 y para el
tercero 31, esta tltima cantidad debido a que es el total de estudiantes que se pue-
den elegir luego de haber elegido uno/a de cada divisién. De manera incorrecta,
responde a la pregunta del problema con el cdlculo 15 - 18 - 31 = 8370.

Considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de cada
divisién en el grupo y reconoce que no se debe tener en cuenta el orden en el
que se elige. Por ejemplo, en primer lugar interpreta que se tienen que com-
pletar tres lugares y que para el primero de esos lugares hay 15 posibilidades,
para el segundo 18 y para el tercero 31, esta tltima cantidad debido a que es
el total de estudiantes que se pueden elegir luego de haber elegido uno/a de
cada divisién. Luego reconoce que de esta manera cada posible grupo se estd
contando 2 veces, porque se estdn considerando como distintos los grupos que
tienen intercambiado el/la primer/a y el/la tercer/a estudiante, y los/as que

tienen intercambiado/a el/la segundo/a con el/la tercer/a. Halla la cantidad
pedida por medio del cilculo: 11831 = 4185.

Considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de cada di-
visién en el grupo y para calcular la cantidad de casos divide el grupo en dos: los
que tienen dos estudiantes de la primera divisién y uno/a de la segunda por un
lado, y los que tienen un/a estudiante de la primera divisién y dos de la segunda,
por otro. Halla la cantidad de grupos usando los combinatorios C}’ - C;* = 1890
para el primer conjunto y C?° - C}* = 2295 para el segundo. Para responder a la
pregunta suma las dos cantidades: 1890 + 2295 = 4185. También podria hallar
la cantidad de grupos correspondiente al primer conjunto por medio del célculo
% = 1890, estableciendo que se debe dividir por 2 porque, como no im-
porta el orden, si no se hiciera se estarfan considerando como distintos los grupos
que tienen intercambiado el/la primer/a y el/la segundo/a estudiante. De manera

andloga, para el segundo conjunto podria hallar la cantidad de grupos por medio
del cilculo W = 2295.

Considera la restriccién de que debe haber al menos un/a estudiante de cada
divisién en el grupo y, para calcular la cantidad de casos, halla primero la can-
tidad de grupos posibles sin tener en cuenta la restriccién para luego restarle
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la cantidad que no cumple con lo pedido. Por ejemplo, para hallar la primera
cantidad utiliza el combinatorio C?’ = 5456. Luego, establece que los grupos
que no cumplen con lo pedido son los que tienen los/as tres estudiantes de la
primera divisién o los/as tres estudiantes de la segunda. Halla estas cantidades
por medio de los combinatorios C” = 455 y C;* = 816. Para finalizar, halla la
cantidad pedida por medio de la resta: 5456 - 455 - 816 = 4185.

Valor absoluto

Situacion. Resolucion de inecuaciones con modulo

Mediante este problema se podra evaluar qué tratamiento del médulo realizan los/as

alumnos/as al resolver inecuaciones, cémo consideran el argumento, si realizan o no

anticipaciones y si son capaces de hacer interpretaciones desde el marco algebraico

y/o desde el marco funcional.

Hall4 todos los valores de x € R para los cuales se cumple |x? - 25| > 24.

Para este problema se puede observar si el/la estudiante:

»

Interpreta el médulo de la resta como una distancia entre nimeros sin con-
siderar que la variable estd elevada al cuadrado. Afirma de manera incorrecta
que (-o0;1) U (49; +0) es el conjunto de valores de x que cumplen con la des-
igualdad debido a que son los que se encuentran a distancia mayor que 24 del
ndimero 25. Es posible que confeccione y se apoye en una recta numérica como
la siguiente.

distancia 24 distancia 24

——
1 25 49

A
\]

Interpreta el médulo de la resta como una distancia entre los nimeros que
representan x2 y 25 y analiza para qué valores de x se cumple la condicién.
Afirma de manera incorrecta que (-c0;1) U (7;+c0) es el conjunto de valores
de x que cumplen con la desigualdad debido a que son los que se encuentran a
distancia mayor que 24 del nimero 25 luego de ser elevados al cuadrado. Solo
considera la expresion x2 al analizar los extremos de los intervalos. Es posible
que confeccione y se apoye en una recta numérica como la siguiente.

distancia 24 distancia 24
\ | (
) ! \
1 25 49
x*=>x=1 x?=>x=7

A
\J
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Interpreta el médulo de la resta como una distancia entre los nimeros que
representa x2 y 25 y analiza para qué valores de x se cumple la condicién. Por
ejemplo, analiza que los resultados de x? son positivos y deben estar a distancia
mayor que 24 de 25, por lo que deben pertenecer al conjunto [0; 1) U (49; +0).
Concluye, entonces, que los valores absolutos de x que son solucién deben ser
mayores que 7 y menores que 1. Afirma que la solucién es el conjunto (-e0;-7)
U (-151) U (7; +o0). Es posible que confeccione y se apoye en distintas rectas

numéricas como las siguientes.

< [ . ( o
<1} {

01 25 49

2

x ng

Y

) fospad (
1 S5 0
7/ -10 1 7

A

Resuelve de manera algebraica, ya sea correcta o incorrectamente. Es posible
que para realizar algunos pasos se apoye en la nocién de médulo como distan-
cia o valor absoluto. Por ejemplo, podria abrir el médulo interpretando que
se estdn buscando valores absolutos mayores que 24, por lo que su argumento
debe ser menor que -24 o mayor que 24.

|x2-25| > 24
x?-25<-24 Vv x*-25>24
x?<-24+25 V x?>24+25

x?<1 VvV x%*>49
x| <1 Vv |x>7

En este paso, con respecto a |x| < 1, podria abrir el médulo interpretando que
se estd buscando que el valor absoluto debe ser menor que 1, por lo que x debe
ser mayor que -1 y menor que 1.

(x>-1Ax<1) V (x<-7Vx>7)
x €(-003-7) U (-151) U (7; +o0)
Interpreta el médulo como el valor absoluto de los valores de la imagen de la
funcién definida por la férmula x? - 25, y emplea graficos de funciones para

resolver. Por ejemplo, realiza el grifico de la funcién definida por la férmula

f(x) =x2 - 25y, a partir de este, el de g (x) = |x2 - 25|.
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Luego, a partir de observar el gréfico y de verificar con la férmula, determina que g(-7)

= g(-1) = g(1) = g(7) = 24. Sobre la base de estos valores y del comportamiento del
grafico afirma que si x €(-o0; -7) U (=15 1) U (7; +o0), entonces g(x) = [x* - 25| > 24.
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Introduccion

En el Disesio Curricular. Nueva Escuela Secundaria de la Ciudad de Buenos Aires se propo-
nen diversas entradas al dlgebra. En el Ciclo Bésico, en el eje Numeros y dlgebra, la mirada
se centra en el manejo de expresiones algebraicas para conjeturar y validar propiedades
de los ndmeros y en la produccién de fé6rmulas en el conjunto de Nimeros Naturales.
En el eje Funciones y dlgebra se plantea el trabajo con expresiones algebraicas a partir del
estudio de las funciones; una de las tareas sugeridas consiste en analizar las relaciones entre
los gréficos, las férmulas y las situaciones que podrian modelizar. El dlgebra se presenta asi
de manera transversal a ambos ejes. Estas mismas ideas se retoman en el Ciclo Orientado.

En este ciclo se suponen ciertos conocimientos de los/as estudiantes que les permiten
tratar con funciones en general, como por ejemplo la nocién de variable y variabilidad,
la relacién que existe entre una férmula y el grafico de la funcién que define, la nocién
de imagen y preimagen, etcétera. A partir de ellos, se busca que los/as estudiantes pue-
dan comprender otros modelos funcionales enfrentindose a su estudio desde diferentes
marcos: funcional, geométrico, algebraico y numérico. El recurso grafico serd, del mismo
modo que en el Ciclo Bésico, un apoyo para el estudio de los distintos tipos de funciones,
mientras que el desarrollo de las técnicas algebraicas se plantea a partir del estudio de su
comportamiento.

Uno de los contenidos que se retoman del Ciclo Bdsico, que es transversal a los diferentes
tipos de funciones, es el vinculado con la resolucién de ecuaciones e inecuaciones a partir
del andlisis del gréfico de las funciones asociadas, lo que requiere de realizar un juego de
marcos. Si bien se espera que este tipo de trabajo se realice con todos los tipos de funcio-
nes, en las progresiones solo se considera el aspecto vinculado al tipo de funcién particular
que se estd abordando.

Los subejes que se han considerado para estas progresiones son los siguientes:
e Funcién cuadritica
* Funcién polinémica
e Funcién exponencial y funcién logaritmica
* Funcién trigonométrica
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Funcion cuadratica

Como ya se ha senalado, cada docente puede decidir el camino de inicio para el estudio de
un objeto matemdtico. Una de las maneras de iniciar el estudio de las funciones cuadrati-
cas consiste en analizar procesos que involucran ciertas caracteristicas de estas funciones,
como por ejemplo la simetria y la existencia de un médximo o minimo.

Se espera que los/as estudiantes puedan interpretar las distintas formas en las que se ex-

presa la férmula de una funcién cuadrética para obtener informacién a partir de ellas. Asi,
podran reconocer los diferentes datos que aportan respecto de su grafico.

Funciones y algebra



Funcion cuadratica

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Lectura de informacién que se encuentra en graficos. Utiliza la simetria para hallar la segunda coorde-
nada de puntos que pertenecen a una pardbola
y/o la imagen de valores del dominio de una fun-
cidn cuadrdtica, en problemas situados en contex-
Relacién entre una tabla de valores, el grafico cartesia- tos intra- y extramatematicos.

no y una situacion.

Andlisis de la variaciéon de una variable en funcién de
otra variable.

Por ejemplo, al resolver este problema:

A continuacién se presenta el grifico de
una funcién cuadrdtica cuyo vértice es el
punto (7; —4). La funcién describe la tem-
peratura registrada (medida en °C) entre
las 0 y las 15 horas de un dia de otono
en la ciudad de Rio Gallegos. ;Cudl fue la
temperatura a la 1 de la madrugada?

(14: 8,25)

(1355)
(12;2,35)

A
\

El/la estudiante reconoce que lo que debe
hallar es la segunda coordenada de un punto
que pertenece a la pardbola y cuya primera
coordenada es 1, y lo marca de manera
estimada en el grafico. Luego identifica que
este punto estd a la misma distancia del eje
de simetria que el punto (13; 5), ya que tanto
1 como 13 se encuentran a 6 unidades de
distancia de 7 (el valor del eje de simetria),
y utiliza esta relacién para establecer que su
segunda coordenada es 5.

El ejemplo continia en pdgina 40.
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= Produccion de formulas y sus distintas escrituras. = Estudio de la funcién cuadratica: factorizacion, ceros,
crecimiento, decrecimiento, conjunto imagen, positividad,

= Vértice y eje de simetria. Relacion entre su gréafico y una negatividad,

formula.
= Problemas que se modelizan mediante funciones cuadra-

= Variaciones de los graficos en funcion de las variaciones de ticas

las formulas y viceversa. Incidencia en el vértice y en el eje
de simetria. = Analisis de soluciones de la ecuacion cuadratica.

Ciclo Orientado

Utiliza la simetria para hallar la primera coordena- Utiliza la simetria y otras caracteristicas de las fun-
da de puntos que pertenecen a una pardbola y/o pre- ciones cuadrdticas al modelizar y resolver problemas
imdgenes en una funcién cuadrdtica, en problemas situados en contextos intra- y extramatematicos.

situados en contextos intra- y extramatematicos.

Por ejemplo, al resolver el siguiente problema:
Por ¢jemplo, al resolver este problema:

Se consideran todos los posibles rectdngu-
A continuacién se presenta el grafico de i los cuyo perimetro es de 20 cm. ;Cudl de !
una funcién cuadritica cuyo vértice es el
punto (7; —4). La funcién describe la tem- ' :
peratura registrada (medida en °C) entre
las 0 y las 15 horas de un dia de otofo en

la ciudad de Rio Gallegos. ;A qué hora de

la madrugada la temperatura fue de 5 °C?

ellos es el que tiene mayor drea?

El/la estudiante llama x a la longitud de uno de
los lados de los rectingulos y produce una f6r-
mula que calcula el drea de ellos: x - (10 cm - x).
Reconoce que se trata de la férmula de una fun-
ci6én cuadrética y que, por lo tanto, el valor méxi-
mo lo alcanza en x, = 5. Luego reemplaza el va-
lor en la férmula y obtiene el drea méxima:
5cm- (10 cm - 5 cm) = 25 cm?.

O bien, al resolver la siguiente situacion:

Lucia y Ana quieren armar un puesto en
una feria. Para hacerlo tienen 10 m de
madera que deben colocar de manera rec-
tangular contra una pared, como muestra
la figura.

El/la estudiante reconoce que lo que debe ha-
llar es la primera coordenada de un punto que
pertenece a la pardbola y cuya segunda coorde-
nada es 5, la misma que la del punto (13; 5), y
lo marca en el grifico apoyandose en él. Luego
identifica que ambos puntos equidistan del eje
de simetria y utiliza esta relacién para estable-
cer que la primera coordenada del punto bus-
cado es 1, ya que se encuentra a 6 unidades
de distancia de 7 (el valor del eje de simetria),
al igual que ocurre con la primera coordenada

del punto (13; 5).

:De qué medidas deben armar el puesto
si quieren que la superficie tenga la mayor
drea posible?

El ejemplo contintia en pdgina 41.

El ejemplo continia en pdgina 41.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 38.

Por dltimo concluye que ala 1 de la madrugada
la temperatura fue de 5 °C.

También podria analizar la simetria y hallar
la imagen de 1 utilizando una tabla de valores
confeccionada a partir de los datos del gréfico.

6 6

L7 1213 14

2,25 @ 8,25

> N
|
N

Utiliza la simetria para establecer si un grafico
puede corresponder a una funcién cuadritica o si
se trata de una pardbola.

Por ejemplo, resuelve problemas como el
siguiente:

Decidi cuéles de estos graficos pueden ser
pardbolas y cudles no.

(-29) 10

(05 5)

-'6/5 4 3 2 -1 oi \é 37
-2

El problema continiia en pdgina 42.

A
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Ciclo Orientado

Continila el ejemplo de pdgina 39.

Por dltimo concluye que la temperatura fue de

5°Calal dela madrugada.

O bien, para resolver problemas como el
siguiente:

i Completd la siguiente tabla de valores sa-
i biendo que corresponde a una funcién
i cuadrdtica cuyo eje de simetrfaes x=3. !

x I

E 3 16 E
| 15 |
| 1 |
= 0 7 :
' 5 12
| 7 |
: 12
| 0
: 15 §

El/la alumno/a reconoce que la tabla contiene
valores de la imagen que se repiten y utiliza la
simetria para completar los valores de las prei-
mégenes. Podria primero organizar la tabla de
manera de que “muestre” la simetria y luego
completar los valores de las preimdgenes.

El ejemplo contintia en pdgina 43.

Continila el ejemplo de pdgina 39.

El/la estudiante llama x a la longitud de los
lados iguales (laterales) del rectingulo que
representa el puesto y produce una férmula
que permite calcular su drea: x - (10 - 2x).
Reconoce que se trata de la férmula de una
funcién cuadrética y que, por lo tanto, el valor
méximo lo alcanza en x, = 2,5. Luego utiliza
este valor para hallar las medidas del puesto:
2,5 m la longitud de los laterales y 5 m la
longitud del lado restante.

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Continila el problema de pdgina 40.

Utiliza la simetria para hallar el vértice de una
pardbola.

Por ejemplo, a partir de la férmula de una fun-
cién cuadrdtica £ (x) = 2(x - 1)(x - 5) y de sus
raices, 1 y 5, el/la estudiante establece que el
vértice de su gréfico es el punto (3; -8) dado
que x,= 3 por estar a la misma distancia de 1

que de 5 y que y,= -8 porque f(3) = -8.

Reconoce que existen valores de la variable que
tienen la misma imagen a través de férmulas cuya
variable estd elevada al cuadrado, y es capaz de

hallarlos.

Por ejemplo, para la funcién de férmula
f(x) = (x - 1)® + 3 reconoce que si se re-
emplaza x por 3 o por -1 el resultado serd
el mismo, ya que en un caso el primer térmi-
no es (2)* = 4 y en el segundo caso (-2)* = 4.

Produce grificos de funciones cuadriticas
ubicando puntos en el plano cartesiano a partir de
valores relacionados de las variables, previendo su
forma y sus caracteristicas.

La fila continiia en pdgina 44.
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Ciclo Orientado

Continiia el ejemplo de pdgina 41.

%

S

|
—_
o

SN [N O
—
N

Produce gréficos de funciones cuadriticas ubicando
puntos importantes a partitr de su férmula:
halla el vértice vy, si existen, las raices, leyendo la
informacién de la férmula y operando con ella.

Por ejemplo, para realizar el grafico de la funcién
definida por la férmula f(x) = (x - 1)*- 4, el/la
estudiante halla las coordenadas (1; -4) del vérti-
ce “leyendo” la férmula y las raices resolviendo la
ecuacién (x-1)>-4=0.

El ejemplo continiia en pdgina 45.

Reconoce e interpreta la relacién entre los valores
de los pardmetros de una férmula de una funcién

cuadrdtica y su grafico.

Por ejemplo, para resolver el siguiente problema:

Identificd cudl de los siguientes gréficos
i podria ser el de la funcién definida por la

férmula f(x) = -3(x - 2)(x + 6).

El problema continiia en pdgina 45.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia la fila de pdgina 42.

Por ejemplo, para realizar el grfico de la funcién
definida por la férmula f(x) = x* - 2x - 3, el/la
estudiante produce la siguiente tabla y el siguien-
te grafico, anticipando que al tratarse de una pa-
rdbola posee un vértice, que es maximo o mi-
nimo, y que es simétrica con respecto a la recta
vertical que pasa por él. En consecuencia, realiza
una exploracién controlada buscando valores de
x que tengan la misma imagen, sabiendo que es-
tdn a la misma distancia de la primera coordena-
da del vértice.

f&)

Lee la informacién que porta un cilculo o una Resuelve ecuaciones del tipo ax? + ¢ = 4, sin
expresion. anticipar la existencia o cantidad de soluciones.

Resuelve ecuaciones a partir de analizar la

Por ejemplo, frente a la ecuacién -2x*+ 5 = 13,
estructura del cdlculo.

el/la estudiante inicia el proceso de resolucién
de la siguiente manera:

2x?=13-5
-2x? =8
x? = -4

El ejemplo continiia en pdgina 46.
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Ciclo Orientado

Continiia el ejemplo de pdgina 43.

O bien, para el caso de la férmula

fx) = (x-3)(x+1)

halla primero las raices 3 y -1. Luego las utiliza
para determinar la primera coordenada del vér-
tice a partir de su promedio 3+= = 1, que sus-
tituye en la férmula de la funcién para hallar la
segunda coordenada del vértice.

En el caso de una férmula como
fx) =x*-2x-3

el/la estudiante utiliza los coeficientes pa-
ra hallar las raices, la primera coordenada del
vértice y, a partir de ella, la segunda coordena-
da del vértice.

En los tres casos marca esos puntos como refe-
rencia y luego traza el grifico. También puede
suceder que obtenga mds puntos simétricos que
pertenezcan a la pardbola y los utilice para reali-
zar el gréfico con mayor precision.

Contintla el problema de pdgina 43.
a) J b)

El/la estudiante reconoce que 2 y -6 son las
raices de la funcién e interpreta que el grifico
interseca al eje x en dos valores, uno positivo
y otro negativo, lo que le permite descartar
los grificos a) y b). Reconoce también que el
coeficiente principal de la férmula es negativo
(-3) y lo relaciona con la concavidad de la
pardbola, lo que le permite interpretar que
el grifico de la funcién no puede ser el d).
Por dltimo, afirma que el grifico ¢) puede
corresponder a la funcién porque “corta” al
eje x en un valor positivo y en otro negativo, y
tiene las ramas “hacia abajo”.

Anticipa la cantidad de soluciones de una ecuacién
del tipo ax*+ ¢ = k.

Determina los valores de 4 para los cuales las
ecuaciones del tipo a(x - p)*+ ¢ = k tienen dos, una
o ninguna solucién desde un marco algebraico.

Por ejemplo, frente a la ecuacién

“2x?+5=13

Por ejemplo, frente a la ecuacién
-2(x - 1)+ 5 = k, el/la estudiante afirma que

el/la estudiante afirma que no tiene solucién
porque -2x? es negativo o cero, por lo tanto, al
sumarle 5 el resultado serd menor o igual que 5.

tiene una unica solucién para # = 5 porque en
ese caso —2(x — 1) debe ser 0 y la tnica posibili-
dad que existe es x = 1.

El ejemplo continiia en pdgina 47.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 44.

Una vez que obtiene esta expresién, reempla-
za la variable con algunos valores (posiblemente
con -2) o utiliza la calculadora con la intencién
de hallar V-4 y; ante los resultados que obtiene,
reconoce y afirma que no hay solucién porque
un cuadrado no puede ser negativo.

Resuelve ecuaciones del tipo a(x - p)(x - ¢) =0 a
partir de leer la informacién que porta el cilculo.

Por ejemplo, en la ecuacién -2(x - 1)(x - 5) = 0,
el/la estudiante interpreta la expresién como un
producto entre dos niimeros cuyo resultado es 0
y establece que, para que se cumpla la condicion,
alguno de los dos factores tiene que ser 0. Deduce
que los valores de x que hacen que se cumpla la
condicién sean 1 o0 5, y determina que, por lo tan-
to, esas son las soluciones de la ecuacion.

Resuelve ecuaciones del tipo ax* + bx = 0 sacando
factor comun y leyendo la informacién que porta
el cilculo.

Por ejemplo, el/la estudiante transforma la ecua-
cién 3x% - 6x = 0 en la ecuacién 3x (x - 2) =0
sacando factor comin e interpreta la expresion
como un producto entre dos nimeros cuyo re-
sultado es 0. Luego establece que, para que se
cumpla la condicién, alguno de los dos factores
tiene que ser 0. Deduce que los valores de x que
hacen que se cumpla la condicién son 0 0 2, y
determina que, por lo tanto, esas son las solucio-
nes de la ecuacién.
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Ciclo Orientado

Resuelve ecuaciones del tipo a(x - p)* + ¢ = 4, pu-
diendo anticipar —en algtin paso de la resolucién— la
existencia y cantidad de soluciones.

Por ejemplo, resuelve de la siguiente manera:

2(x-12-3 =5
20x-1)*=5+3
2(x-1)* =8
(x-1)* = s
x-1)?%= 4
|x-1| = V4

x-1=26x-1=-2
x=306x=-1

S=1{-1;3}

Podria suceder que ante la expresién (x - 1)* = 4,
el/la estudiante anticipe que existen dos soluciones,
y que en el siguiente paso escriba directamente:

x-1=26x-1=-2

O bien, para resolver la ecuacién 2(x - 3)*+ 5 = 3,
el/la alumno/a realiza transformaciones hasta lle-
gar a la expresion (x - 3)*= -1, y establece que la
ecuacién no tiene solucién debido a que no exis-
te ningtin ndmero real que elevado al cuadrado dé
como resultado un niimero negativo.

Resuelve ecuaciones del tipo ax?+ bx + ¢ = 0
(con = 0) utilizando la férmula “resolvente”.

Resuelve ecuaciones del tipo ax? + bx + ¢ = k
(con a y k no nulos), lo que implica realizar una
transformacién y aplicar la férmula “resolvente”.

Resuelve ecuaciones del tipo a(x - p)(x - q) = £
(con k # 0), lo que implica desarrollar la expresion
y utilizar la férmula “resolvente”.

Continiia el ejemplo de pdgina 45.

También analiza que si, en cambio, se reempla-
za x por un valor distinto de 1, -2(x - 1)* serd
un nimero negativo y el resultado del miembro
izquierdo serd menor que 5. Concluye enton-
ces que para cualquier valor de # mayor que 5
la ecuacién no tendrd solucién. Sobre el mismo
razonamiento, el/la alumno/a determina que
para cualquier valor de # menor que 5 la ecua-
cién tendrd dos soluciones, porque el resultado
del miembro izquierdo serd el mismo si se re-
emplaza x por dos valores que se encuentren a
la misma distancia de 1.

Por ejemplo, frente a la ecuacién x? - 2x - 3 = 4,
el/la estudiante la transforma en x* - 2x -3 - k=0
y determina que su discriminante tiene que ser 0 pa-
ra que la ecuacién posea una tinica solucién. Luego
plantea la ecuacién (-2)*- 4+ 1+ (-3 - k) =0 que re-
suelve para concluir que si & = 4 la ecuacién cuadriti-
ca tiene una tnica solucion.

Por ejemplo, para resolver problemas como el
siguiente:

. Hall4 todos los valores de # para los cuales la !
| ecuacién x* - 2x - 3 = k tiene exactamente !
+ dos soluciones diferentes.

El/la estudiante interpreta la expresién x? - 2x - 3
como la férmula de una funcién y £ como un posible
valor de la imagen. Luego halla la imagen de la
funcién a partir de considerar la concavidad y
la coordenada y del vértice y/o produciendo y
analizando su gréfico: [-4; +o0).

El ejemplo continiia en pdgina 49.

Funciones y algebra

Determina los valores de 4 para los cuales las
ecuaciones del tipo ax? + bx + ¢ = k tienen dos, una
o ninguna solucién desde un marco algebraico.

Determina la existencia y la cantidad de soluciones
en ecuaciones cuadréticas del tipo f(x) = # desde el
marco funcional.

\ 4



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Produce férmulas en diferentes contextos en los
que la variable requiere ser elevada al cuadrado.

Por ejemplo, para resolver el siguiente problema:

En un cuadrado de 8 cm de lado se trazan

dos segmentos paralelos a los lados. Dentro

del cuadrado quedan determinados los cua-

drados M y N. Los lados del cuadrado N se
van achicando y agrandando, tomando los
+ valores entre 0 y 8 cm.

El problema continiia en pdgina 50.
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Ciclo Orientado

Reescribe la férmula de una funcién cuadritica de
otra forma equivalente.

Por ejemplo, a partir de la férmula 3(x - 1)(x + 2)
el/la estudiante realiza transformaciones algebraicas
y obtiene la férmula 3x* + 3x - 6.

O bien, a partir de la férmula 3(x - 1)*- 12
obtiene las raices de la funcién (-1 y 3) resolviendo
la ecuacién, y reescribe su férmula de forma

factorizada: f(x) = 3(x - 3)(x + 1).

Contintia el ejemplo de pdgina 47.

f&)

Por tltimo, afirma que para cualquier valor de &
mayor que -4 la ecuacién tendrd dos soluciones,
ya que -4 es el Gnico valor de la imagen que
posee una sola preimagen.

Podrfa apoyarse en el grifico para fundamentar
su resolucion.

Produce la férmula de una funcién cuadrdtica a
partir de su grafico, tomando decisiones sobre la
escritura mds conveniente de acuerdo con los datos
que puede obtener de ¢él.

Por ejemplo, para hallar una férmula de la siguiente
funcién:

A

El ejemplo contintia en pdgina 51.

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el problema de pdgina 48.

N

Escribf una férmula que permita calcular el
drea sombreada en funcién de la longitud

de los lados del cuadrado N.

El/la estudiante llama x a la longitud de los la-
dos del cuadrado N y produce, por ejemplo, la
férmula x? + (8 - x)%. También podria producir
la fé6rmula 64 — 2 - x- (8 - x), entre otras.

Reconoce que existen distintas férmulas equivalen-
tes que se corresponden con la misma funcién.

Halla el C° C*, C, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen de funciones
cuadrdticas en problemas situados en contextos
extramatemadticos a partir de analizar su grafico.

Por ejemplo, al resolver este problema:

A continuacién se presenta el grifico de
una funcién cuadrdtica. La funcién des-
cribe la temperatura registrada (medida en
°C) entre las 0 y las 14 horas de un dia de
otono en la ciudad de Rio Gallegos. ;En
qué periodo la temperatura fue en ascenso?

10 11 12 13 14 15 16

El ejemplo continiia en pdgina 52.
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Ciclo Orientado

Produce el grifico de funciones cuadrdticas para
hallar su C°, C', C, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen en problemas
situados en contextos extramatemdticos, incluyendo
los puntos que le permiten resolver.

Por ejemplo, al resolver este problema:

La funcién f: [0; 14| 2R / f(x) = § x* - 4x+ 9
describe la temperatura registrada un dia de
otono en la ciudad de Rio Gallegos (medi-
da en °C). ;En qué periodo la temperatura
fue en ascenso?

El/la estudiante realiza un grafico como el si-
guiente, en el que incluye el vértice y lo “fi-
naliza” en el valor 14 de la variable indepen-
diente. Después de analizarlo, establece que la
temperatura fue en ascenso desde las 6 de la
madrugada hasta las 14 horas (o 2 de la tarde).

El ejemplo continiia en pdgina 53.

Contintia el ejemplo de pdgina 49.

El/la estudiante reconoce que en el grifico
se muestran las raices y decide producir una
formula escrita de forma factorizada. Identifica
que las raices son -3 y 6, y plantea la férmula:
f(x) = alx + 3)(x - 6). Luego, a partir de que la
ordenada al origen es -36, plantea la ecuacién
-36 = a(0 + 3)(0 - 6) y halla el valor de a: 2.
Para finalizar, establece que una férmula de la

funcién es f(x) = 2(x + 3)(x - 6).

Por ejemplo, al resolver este problema:

. Lafuncién f: [0; 14]-R / f() = x> - 4x + 9
i describe la temperatura registrada un dfa de
. otono en la ciudad de Rio Gallegos (medi-
da en °C). ;En qué periodo la temperatura
© fue en ascenso?

El/la estudiante anticipa que el grifico de la
funcién serd una pardbola con las ramas “ha-
cia arriba”, ya que su coeficiente principal es
positivo, y que, por lo tanto, la funcién es cre-
ciente a partir de la coordenada x del vértice.
Luego halla x,= 6 y establece que la tempera-
tura fue en ascenso desde las 6 de la madruga-
da hasta las 14 horas (o 2 de la tarde), pues es
el extremo superior del dominio.

El ejemplo continiia en pdgina 53.

Funciones y algebra

Hallael C°, C*, C’, intervalo de crecimiento, intervalo
de decrecimiento e imagen de funciones cuadréticas
en problemas situados en contextos extramatematicos
a partir de anticipar las caracteristicas de su gréfico.



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 50.

El/la estudiante reconoce que lo que debe ha-
llar son los valores de la variable independiente
(el tiempo) para los cuales la funcién es crecien-
te. Con ese objetivo, halla el tiempo en el que
la temperatura fue minima, 6 horas, apoydndo-
se en la simetrfa de la pardbola a partir de los va-
lores 3 y 9. Luego responde que la temperatu-
ra fue en ascenso desde las 6 hasta las 14 horas.

Halla el C° C*, C, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen de funciones
cuadrdticas a partir de analizar su gréfico y los
expresa por medio de intervalos.

Por ejemplo, resuelve problemas como el
siguiente y expresa el C como unién de
intervalos.

A continuacién se presenta el grifico de
una funcién cuadrética. Halld su C°, su C”
ysuC.

-4 -3 -2 -1 0
-2
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 51. Contintia el ejemplo de pdgina 51.

Podria acompanar sus razonamientos realizan-

\
16 do un grafico a mano alzada.
A
o]
6
9 1

4 x

A
Y

Y

A

Produce el grifico de funciones cuadrdticas para Y
hallar su C° C', C, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen, incluyendo

5 0 + - . ..
los puntos que le permiten resolver. Halla el C° C°, C’, intervalos de crecimiento,

intervalos de decrecimiento e imagen de funciones
cuadrdticas a partir de anticipar las caracteristicas

Por ejemplo, para resolver el problema: .
de su grifico.

\ Halld la imagen de la funcién

 FiR-R/F(x) = x? - 10x + 16. ;

El/la estudiante realiza un grifico como el Hall4 la imagen de la funcién
siguiente, en el que incluye el vértice. Luego, a ¢ i R-R/ f(x) =x? - 10x + 16. :
partir de analizarlo, establece que la imagen de e
la funcidn es [-9; +oo).

Por ejemplo, para resolver el problema:

El/la estudiante anticipa que el grafico de
A la funcién serd una pardbola con las ramas
[ “haci g fici incinal

b acia arriba”, ya que su coeficiente princip
es positivo, y que, por lo tanto, el extremo
inferior de la imagen serd la coordenada y del
vértice. Luego halla y,= - 9 y establece que la
imagen de la funcién es [-9; +c0).

>
>

Funciones y algebra






Funcion polinomica

Luego del estudio de las funciones lineal y cuadritica, se propone analizar las funciones
polinémicas de grado mayor o igual que 3 como una generalizacién de ellas. El anilisis
de sus ceros y sus conjuntos de positividad y negatividad dardn sentido a las estrategias
desarrolladas anteriormente.

Funciones y algebra m



Funcion polindmica

Ciclo Basico

Lectura de informacién que se encuentra en graficos.

Analisis de la variacién de una variable en funcién de
otra variable.

Relacién entre una tabla de valores, el grafico cartesia-
no y una situacion.

Ciclo Orientado

Produce graficos de funciones polinémicas que po-
seen raices simples ubicando los puntos que repre-
sentan las raices y otros puntos en el plano cartesia-
no, previendo su forma y sus caracteristicas.

Por ejemplo, para realizar el grifi-
co de la funcién definida por la férmula
f(x) =-3" (x+2)(x - 1)(x - 2), el/la estudiante
marca los puntos de abscisas -2, 1 y 2 (las rai-
ces) sobre el eje x y el punto de ordenada -12
(la ordenada al origen) sobre el ¢je 3, y produce
el siguiente grafico, anticipando que al tratarse
de una funcién polinémica su grifico es “conti-
nuo” y solo “cruza” el eje x (las imdgenes de la
funcién cambian de signo) en los valores que
son las raices.

f&

-12
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= Relaciones entre su grafico y una formula. = Estudio de la funcion polinomica: raices y su multiplicidad,

; ; ) ) conjunto de ceros, conjunto de positividad y conjunto de
= Factorizacion y analisis de la cantidad de raices. negatividad.

Ciclo Orientado

Produce graficos de funciones polinémicas que po- Produce férmulas de funciones polindémicas a par-
seen raices de multiplicidad mayor que 1, ubican- tir de un grafico.
do los puntos que representan las raices y otros
puntos en el plano cartesiano, previendo su forma Por ejemplo, a partir del siguiente gréfico:
y sus caracteristicas.
J
3

Por ejemplo, para realizar el grifico de la funcién r )

definida por la férmula f(x) = -3 - (x + 2)* (x - 1), :

el/la estudiante marca los puntos de abscisas -2 . . .

y 1 (las raices) sobre el ¢je x y el punto de orde-
nada 12 (la ordenada al origen) sobre el eje ¥,
y produce el siguiente gréfico, anticipando que
al tratarse de una funcién polinémica que tiene
una raiz de multiplicidad par (-2) el gréfico es
continuo y “rebota” (las imdgenes de la funcién
no cambian de signo) en ese valor.

A
)

En primer lugar, el/la estudiante interpreta que
-3, -1 y 2 son las raices de la funcién y que
-1 es una raiz de multiplicidad par. A continua-
cién, plantea una posible férmula factorizada
para la funcién con un pardmetro como coefi-
ciente principal:

A

4
Ry

-2 1

fx) =alx+ 3)(x+ 1)*(x - 2).

Luego obtiene el valor de a a partir de identifi-
car que la ordenada al origen es -3 y plantear y
resolver una ecuacion:

-3 =20+3)(0+1)*0-2)
3=a"3-1-(-2)

-3 = -6a

=B =4

=6

1=y

En conclusién, produce la férmula

f) =3 e+ 3)(x+ D*(x-2)

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Halla la expresién factorizada de férmulas de fun-
ciones polindmicas en las que la cantidad de raices
es igual que el grado del polinomio que las define.

Por ejemplo, halla la expresién factorizada de la
formula f(x) = x° - 4x* + x + 6 a partir de de-
terminar sus raices aplicando el lema de Gauss
y, posiblemente, el teorema del resto, acompa-
fiado con algiin método de divisién de polino-

mios: f(x) = (x + 1)(x - 2)(x - 3).

O bien, utiliza un programa graficador, identifi-
ca en el gréfico cudles son las posibles raices, ve-
rifica que efectivamente lo son mediante la f6r-
mula y, por tltimo, arma la férmula factorizada
considerando a = 1.

Halla el C° C* y C de funciones polinémicas a
y

partir de analizar su grafico y los expresa por medio

de intervalos o unién de intervalos.

Por ejemplo, al resolver problemas como el si-
guiente:

A continuacién, se presenta el gréfico de
una funcién polinémica. Halld su conjun-
to de positividad.

El/la estudiante expresa el conjunto de positi-
vidad como una unién de intervalos abiertos:

c’ (f) = (=15 2) U (5; +o0)
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Ciclo Orientado

Halla la expresién factorizada de férmulas de fun-
ciones polindmicas en las que la cantidad de rai-
ces (contadas con su multiplicidad) es menor que
el grado del polinomio que las define.

Por ejemplo, ante la formula f(x) = x° - x>+ x - 1,
el/la estudiante aplica el lema de Gauss o algin pro-
grama graficador y el teorema del resto para deter-
minar que el polinomio x° - x*+ x - 1 es divisible
por el polinomio x - 1. Luego realiza la divisién y
escribe la expresion equivalente (x - 1)(x? + 1).
Para finalizar, determina que esa es la expresion
factorizada porque el polinomio x*+ 1 no tiene
raices reales y, por lo tanto, no es divisible por
ningtin otro polinomio.

Produce el grifico de funciones polinémicas para
hallar su C° C" y C™ a partir de férmulas factori-
zadas.

Por ejemplo, para resolver el problema:

Hall4 el conjunto de positividad de la fun-
oocién f: RSR/ f(x) = -3(x + 1)*(x - 2)

El/la estudiante realiza un grafico como el si-
guiente a mano o usando un programa grafica-
dor y expresa el conjunto de positividad como
una unién de intervalos abiertos:

C' (f) = (wo0; 1) U (-1; 2).

El ejemplo contintia en pdgina 61.

Determina valores para los coeficientes de las for-
mulas de funciones polinémicas de manera que se
cumplan condiciones sobre la factorizacién o sobre
la cantidad de raices.

Por ejemplo, para resolver un problema como este:

. Una de las raices de la funcién polinémica de- |
. finida por la férmula £() = x>~ 2x2+ k- 2k |
© es 2. Hallg, si es posible, un valor de # de ma- !
! nera que 2 sea una rafz doble de la funcién.

A partir de saber que 2 es una de las raices del
polinomio x? - 2x? + kx - 2k, el/la estudiante lo
divide por el polinomio x - 2 y obtiene el co-
ciente x* + k. Luego deduce que para que 2 sea
raiz doble tiene que ser raiz del polinomio co-
ciente, por lo que tiene que cumplir con la con-
dicién 2% + /= 0. Para finalizar, resuelve la ecua-
cién y concluye que el valor de % debe ser 4.

Factoriza la férmula y produce el grafico de funcio-
nes polinémicas para hallar su C°, C"y C".

Por ejemplo, para resolver el problema:

Hall4 el conjunto de positividad de la fun-
o ocién fr ROR/f(x) =-3x°+9x+ 6

El/la estudiante obtiene la férmula factoriza-
da f(x) = -3(x + 1)*(x - 2) y realiza un gréfico
como el siguiente para expresar el conjunto de

positividad: C* (f) = (-e0; -1) U (-1; 2).

El ejemplo contintia en pdgina 61.

Funciones y algebra m



Ciclo Basico

Ciclo Orientado
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 59. Contintia el ejemplo de pdgina 59.

yACY S

-
-«

Halla el C° C"y C de funciones polinémicas a
partir de determinar el signo de los valores de su
imagen por medio del andlisis de su férmula fac-
torizada.

Por ejemplo, para resolver el problema:

Hall4 el conjunto de positividad de la fun-
1 ocién fr RR/f(x) = -3(x + 1)*(x - 2)

En un primer momento, el/la estudiante de-
termina que -1 y 2 son las Gnicas raices de la
funcién y que, por lo tanto, pueden ser algu-
no de los extremos del conjunto de positivi-
dad. Luego analiza que la expresién (x + 1)?
toma valores positivos para cualquier valor de
la variable distinto de -1 y lo utiliza para con-
cluir que un valor de la imagen serd positivo
solo si (x - 2) es negativo (ya que el coeficien-
te principal también es negativo).

Negativo - Fositivo - Negativo = Posttivo

Para finalizar, determina que f'(x) > 0 para
cualquier valor de x menor que 2 y distinto de
-1, yaque f(-1) = 0.

Escribe C*(f) = (-e0; 1) U (~1; 2).

Funciones y algebra






Funcion exponencial y funcion logaritmica

El estudio de las funciones exponencial y logaritmica resulta un dmbito interesante para
trabajar sobre funciones inversas, que hasta ahora no han sido objeto de estudio. De esa
manera, las propiedades de cada funcién pueden ponerse en relacién con las de la otra, y

asi dotarlas de sentido.

Funciones y algebra



Funcion exponencial

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Produccién de férmulas que calculan el paso 7 de un Produce férmulas de funciones exponenciales del
proceso que cumple cierta regularidad. tipo @ - b~ en diferentes contextos que involucran
procesos de crecimiento y decrecimiento exponen-

cial.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Silvio quiere conformar un plazo fijo en
un banco con una tasa de interés de 0,1%
diario.

Escribi una férmula que permita calcular
i de cudnto dinero dispondrd Silvio luego de .
x dias, sabiendo que hard un plazo fijo con
i un importe inicial de $150.000.

El/la estudiante produce la férmula
f(x) = 150000 - (1,001)
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= Variaciones de los graficos en funcion de las variaciones
de las formulas y viceversa. Incidencia en el crecimiento y
en la asintota.

= Produccion de formulas.
= Relaciones entre su grafico y una formula.

= Estudio de la funcion exponencial: ceros, crecimiento,
decrecimiento, conjunto imagen, positividad, negatividad,
asintota.

= Problemas que se modelizan mediante funciones exponen-
ciales.

= Analisis de soluciones de ecuaciones exponenciales

Ciclo Orientado

Produce férmulas de funciones exponenciales del
tipo @ * 6* + ¢ en diferentes contextos que involu-
cran procesos de crecimiento y decrecimiento ex-
ponencial.

Dada una férmula, interpreta qué significa cada
pardmetro en el contexto de un problema.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Por ejemplo, para resolver este problema: En un negocio de compra y venta de autos

usados usan la siguiente férmula para cal-
cular los valores de venta de los autos de-

Silvio quiere conformar un plazo fijo en un

banco. Le informaron que la tasa de inte-
rés es de 0,1% diario y que, una vez finali-
zado el periodo, se debe abonar un costo de
$500 por la constitucién del plazo fijo.

Escribi una férmula que permita calcular
de cudnto dinero dispondrd Silvio luego de
x dias, sabiendo que hard un plazo fijo con
un importe inicial de $150.000.

El/la estudiante produce la férmula
f(x) = 150000 - (1,001)" - 500

Produce férmulas de funciones exponenciales a
partir de un gréfico o de una tabla en los casos en

los que la asintota del grifico es y = 0.

Por ejemplo, sabiendo que se trata de una fun-
cién exponencial, a partir del grafico o de la ta-
bla que se muestra a continuacién, produce la
férmula f'(x) =9 - (%)X, reconociendo que por
cada unidad que aumentan los valores de x, los
valores de las imdgenes se reducen a su terce-
ra parte.

El ejemplo contintia en pdgina 67.

pendiendo de su precio actual siendo 0 km
y de sus afos de antigiiedad.

£ = a(0,95)"

a) ;Cudl es el precio de venta de un
auto cuyo valor actual nuevo es de
$750.000 y que tiene 3 afos y medio
de antigtiedad?

b) sEn qué porcentaje disminuye el pre-
cio de un auto por cada ano de anti-

giiedad?

En el item a), el/la estudiante interpreta que el
coeficiente « es el valor del auto 0 km y lo reem-
plaza en la férmula. Luego evalta la funcién en
x = 3,5 para hallar el valor del auto usado.

Para responder el item b), interpreta que el va-
lor 0,95 indica que por cada ano que pasa el
precio del auto se mantiene en un 95% con res-
pecto al precio del afio anterior. Concluye que
por cada ano que pasa el precio del auto dismi-
nuye un 5%.

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Ciclo Orientado
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Ciclo Orientado

Continiia el ejemplo de pdgina 65. Produce férmulas de funciones exponenciales a

partir de un gréfico o de una tabla en los casos en
los que la asintota del gréfico no es y = 0.

10
S
s Por ejemplo, a partir del siguiente gréfico:
7
6
> 7
¢ 3
3 EED T EELEE EEEEES TEEEEE CEP
2 1
1 A I I I I I -
< > o Y2 3 4 s 6 7 8 9 10
710i12345678910 -1
2
3
=4
=5
X 0 1 2 3 o
S
1
f&) 9 3 1 5

En primer lugar, el/la estudiante interpreta que
la ecuacién de la asintota es y = 2 y plantea la
férmula genérica de una funcién exponencial
con ese valor del coeficiente correspondiente:

f)=a-b"+2.

Luego obtiene el valor de  a partir de iden-
tificar que la ordenada al origen es -7 y plan-
tear y resolver una ecuacion:

T =a"b+2

7 =a-1+2
-7-2=ua

-9=a

Por tltimo, para obtener el valor del coeficien-
te de la base, identifica que el punto (2; 1) per-
tenece al grifico de la funcién y plantea una
ecuacidn utilizando sus coordenadas.

1=-9-62+2
1-2=-9-5
=L o=

-9

1=

9

1=}

3

Descarta la solucién negativa de la ecuacién
porque reconoce que la base de una funcién ‘
exponencial tiene que ser positiva.

Funciones y algebra m



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Relacién entre una férmula, una tabla de valores, Produce gréficos de funciones exponenciales ubi-

el gréfico cartesiano y una situacion. cando puntos en el plano cartesiano a partir de va-
lores relacionados de las variables, previendo su
forma y sus caracteristicas

Por ejemplo, para realizar el grifico de la fun-
ci6n definida por la férmula f(x) = 3 - (%) 12,
el/la estudiante produce la siguiente tabla y el
siguiente gréfico, anticipando que al tratarse del
gréfico de una funcién exponencial es siempre
creciente o decreciente y posee una asintota. En
consecuencia, realiza una exploracién controla-
da utilizando valores de x “grandes”, sabiendo
que los puntos correspondientes son los que se
aproximan a la asintota.

x S
0 5
1 3,5
2 2,75
5 2,09375
8 2,0117...
A
fx)
AN
3,51
2,75
< — x:
A
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Ciclo Orientado

Produce graficos de funciones exponenciales tra- Reconoce e interpreta la relacién entre los valores
zando su asintota y ubicando puntos que le permi- de los pardmetros de la férmula de una funcién ex-
ten deducir si es creciente o decreciente. ponencial y su grafico.

Por ejemplo, para realizar el grifico de la fun-
cién definida por la formula £(x) =3 - (3) + 2,
el/la estudiante determina en primer lugar que
su asintota es la recta y = 2. Luego halla la or-
denada al origen (5) y la imagen de otro valor

del dominio: £(1) = 3,5.

: , LA b) !
Para finalizar, marca esos puntos y la asintota : :
como referencia y, determinando que la fun- ! !
cién es decreciente, traza su grifico. También

Por ejemplo, para resolver el siguiente problema:

Identificd cudl de los siguientes graficos
podria ser el de la funcién definida por la
férmula f(x) =-2-3*- 1

puede suceder que obtenga mds puntos que
pertenecen al grfico y los utilice para realizar-
lo con mayor precisién y/o asegurarse de sus
conclusiones.

n
¢ 2 I I I I N N e

El/la estudiante reconoce que la recta y = -1 es
la asintota del gréfico de la funcién, lo que le
’ \ permite descartar el grifico d). Luego, consi-
351> derando que la base es mayor que 1, establece
\ que los valores de 3* van aumentando y que,

por lo tanto, también van aumentando los va-
lores absolutos de las imdgenes de la funcidn,
i x lo que le permite descartar el grifico b). Sobre
esta conclusién y analizando que el coeficien-

te -2 es negativo, determina que la funcién es

decreciente, lo que le permite descartar el gra-

fico ¢).

Para finalizar, afirma que el Gnico grafico que
podria ser el de la funcidn es el a), porque tie-
ne las caracteristicas que se pueden anticipar a
partir del andlisis de la férmula.

Asinfota y =

£(x) =@/Va|ov\es que van

aumentando

Valores que disminuyen
pero aumentta su valor aboslto
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Resolucién algebraica de ecuaciones lineales. Resuelve ecuaciones del tipo @ * 6+ ¢ = k sin anti-
cipar la existencia o cantidad de soluciones en los
casos en que, si existe, la solucién es un ndmero
entero.

Por ejemplo, frente a la ecuacién -2 - 3*+ 5 =7,
el/la estudiante inicia el proceso de resolucién
de la siguiente manera:

2:3=7-5
3 - 2
3 - -1

para afirmar que no hay solucién porque una
potencia de 3 no puede ser negativa.

O bien, resuelve una ecuacién como la si-

guiente:
-2:3+5=-1
-2-3=-1-5
3=
3=3
S = {1}
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Ciclo Orientado

Anticipa la existencia de soluciones de una ecua-
cién del tipo 2+ 6*+ c= k.

Por ejemplo, frente a la ecuacién -2 - 3*+ 5 =7,
el/la estudiante afirma que no tiene solucién por-
que -2 - 3" es negativo y, por lo tanto, al sumarle
5 el resultado serd menor que 5.

Resuelve ecuaciones del tipo 2 - &*+ ¢ = k utilizan-
do logaritmos, cuando la ecuacién asi lo requiera.

Por ejemplo, resuelve una ecuacién como la si-

guiente:
3-8-2=10
3-8=12
8= 12
3
8 =4
x = log, 4

Por ejemplo, frente a la ecuacién -2 - 3+ 5 = 4,
el/la estudiante afirma que no tiene solucién
si el valor de 4 es mayor o igual que 5 porque
-2 - 3" es negativo para todo valor de x y, por
lo tanto, al sumarle 5, el resultado serd siem-
pre menor que 5.

También afirma que tiene solucién unica pa-
ra cualquier valor de # menor que 5 a partir
de interpretar la expresion -2 - 3*+ 5 como la
férmula de una funcién y a £ como un posible
valor de la imagen. Al considerar y analizar el
gréfico de la funcién determina que su imagen
es (03 5) y que, por lo tanto, para cualquier
valor de £ perteneciente a ese intervalo existe
un tnico valor de x que lo tiene como imagen.
A su vez, concluye que la ecuacién no tiene so-
lucién para cualquier valor de # que no perte-
nezca a ese intervalo, debido a que no existe
un valor de x que lo tenga como imagen.

Por ejemplo, en una resolucién como la si-
guiente:

4+ 3-2% = 16

443 (2" =16

4+ 34 = 16

4-47=16

4x+1 - 16
x+1=2

S = {1}

Funciones y algebra

Determina los valores de % para los cuales las ecuacio-
nes del tipo 4 - b*+ ¢ = k tienen o no tienen solucién.

Resuelve ecuaciones utilizando propiedades de las
potencias de igual base.



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Relacién entre una férmula, una tabla de valores, Halla el C°, C*y C, intervalos de crecimiento, in-
el gréfico cartesiano y una situacién. tervalos de decrecimiento e imagen de funciones
Relacién entre la solucién algebraica y la grifica de exponenciales en problemas situados en contextos
A e extramatemadticos a partir de analizar su grafico.

Problemas que se modelizan con ecuaciones o

. a Por ejemplo, al resolver este problema:
inecuaciones.

A continuacién, se presenta el gréﬁco
de una funcién exponencial. La funcién
describe la temperatura de un postre
helado desde el momento en que fue
puesto en un congelador luego de ser
preparado. ;Es cierto que la temperatura
nunca es de -20 °C?

A
1 Temperatura (°C)

f

Tiempo (h)

El/la estudiante reconoce que el grifico de
la funcién posee una asintota de ecuacién
y = -20 y lo interpreta como el valor al cual
se aproximan los valores de las temperaturas,
debido a que es el extremo del intervalo
imagen. Luego responde que es cierto que
la temperatura nunca alcanza los -20 °C,
porque ese valor no pertenece a la imagen de
la funcién.

Halla el C° C"y C, intervalos de crecimiento, in-
tervalos de decrecimiento e imagen de funciones
exponenciales a partir del andlisis de su grafico, y
los expresa por medio de intervalos.

Por ejemplo, resuelve problemas como el siguien-
te y expresa la imagen como un intervalo abierto,
interpretando el significado de la asintota.

El ejemplo continiia en pdgina 74.
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Ciclo Orientado

Produce el grafico de funciones exponenciales pa-
ra hallar su C°, C" y C’, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen en problemas
situados en contextos extramatemadticos, incluyen-

Halla el C° C"y C’, intervalos de crecimiento, in-
tervalos de decrecimiento e imagen de funciones
exponenciales en problemas situados en contextos
extramatemadticos a partir de anticipar las caracte-

do los elementos que le permiten resolver.

Por ejemplo, para resolver este problema:

La funcién
£:10;8]5R/ £(x) =80 - (3)" - 20

. describe la temperatura de un postre hela-
do (medida en °C) en funcién del tiempo
i que transcurre (medido en horas) desde el :
! momento en que fue puesto en un conge- |
lador luego de ser preparado hasta el mo-
' mento en que fue retirado.

a) ;En qué intervalo el postre estuvo
congelado?

b);Es cierto que al ser retirado su
temperatura era mayor a -20 °C?

El/la estudiante realiza un grafico como el si-
guiente, en el que incluye el punto de intersec-
cién con el ¢je x y la asintota, y lo “finaliza” en
el valor 8 de la variable independiente. Luego
de analizarlo, resuelve el item a) estableciendo
que el postre estuvo congelado entre las 2 y las
8 horas luego de haber sido puesto en el con-
gelador porque en ese intervalo la funcién (la
temperatura) es negativa.

A f(X)

El ejemplo contintia en pdgina 75.

risticas de su gréfico.

Por ejemplo, para resolver este problema:

La funcién
£:10; 8]5R / £(x) = 80- ()" - 20

describe la temperatura de un postre hela-
do (medida en °C) en funcién del tiempo
que transcurre (medido en horas) desde el
momento en que fue puesto en un conge-
lador luego de ser preparado hasta el mo-
mento en que fue retirado.

¢Es cierto que al ser retirado su temperatura
era mayor que -20 °C?

A partir de analizar los coeficientes de la férmu-
la de la funcidn, el/la estudiante anticipa que su
gréfico tendrd una asintota horizontal de ecua-
cién y = =20, que la funcién serd decrecien-
te y que se ubicard por “encima” de la asintota.
Luego interpreta esta caracteristica en el contex-
to del problema y establece que la temperatu-
ra del postre siempre es mayor que -20 °C, lo
que utiliza para responder de manera afirmati-
va a la pregunta.

Podria acompanar sus razonamientos realizan-
do un grafico a mano alzada.

A
Temperatura (°C)

Tiempo (h)

<3 \
=20 . e

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 72.

A continuacidn, se presenta el gréﬁco
de una funcién exponencial. Halld su
imagen.

..................................................
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Ciclo Orientado

Continiia el ejemplo de pagina 73. Halla el C° C"y C, intervalos de crecimiento, in-
tervalos de decrecimiento e imagen de funciones
Para resolver el item b), reconoce que, en una exponenciales a partir de anticipar las caracteristi-
funcién exponencial como esta, los valores de cas de su gréfico.
la imagen son siempre mayores que -20, debi-
do a que la ecuacién de la asintota es y = -20. Por ejemplo, para resolver el problema:

Luego interpreta esta propiedad en el contexto
y afirma que la temperatura del postre siempre
fue mayor que -20 °C.

Hall4 la imagen de la funcién

FIRSR/f(x)=3-2-1
Produce el grafico de funciones exponenciales pa-
ra hallar su C°, C" y C, intervalos de crecimiento,
intervalos de decrecimiento e imagen, incluyendo
los elementos que le permiten resolver.

Luego de analizar los coeficientes de la férmu-
la, el/la estudiante anticipa que el grifico de
la funcién tendrd una asintota horizontal de
ecuacion y = -1, que la funcién serd crecien-
te y que se ubicard por “encima’ de la asinto-
ta. Luego, establece que la imagen de la fun-
cién es (—1; +oo).

Por ejemplo, para resolver el problema:

Hall4 la imagen de la funcién

FiR->R/f(x)=-3-2-1

Podrfa acompafiar su razonamiento con un
gréfico a mano alzada.

El/la estudiante realiza un grafico como el si- A
guiente, en el que incluye la asintota y un pun-
to que le permite identificar que la funcién es
decreciente. Luego de analizarlo, establece que
la imagen de la funcién es (-oo0; -1).

f(x) A

A
\]

Funciones y algebra



Funcion logaritmica

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Utiliza logaritmos para hallar preimdgenes de fun-
ciones exponenciales en problemas situados en
contextos intra- y extramatematicos.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Silvio conformard un plazo fijo de
i $150.000 en un banco. La férmula de
i una funcién f(x) = 150000 - (1,03)* per- :
mite calcular cudnto dinero le devolvera
i el banco para un plazo fijo de x meses. !
:De cudntos meses debe ser el plazo fijo !
! para que obtenga una renta de $30.000?

En primer lugar, el/la estudiante establece que,
para que la renta sea de $30.000, a los x meses
Silvio debe recibir $180.000. Luego plantea la
ecuacion y la resuelve utilizando logaritmos.

180000 = 150000 - (1,03)~

180000 — x
150000 (1,03)

1,2 = (1,03)*
x = logl’03 1,2
x = 6,16...

Para finalizar, responde que, como minimo, el
q

plazo fijo debe ser de 7 meses, analizando que

la funcién es creciente.

A

1800000

1500000,

A
\J
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= Relacion entre su gréfico y una formula. La funcion logarit-
mica como la inversa de la funcién exponencial.

= Variaciones de los graficos en funcion de las variaciones
de las formulas y viceversa. Incidencia en el crecimiento y

) iy - - en la asintota.
= Estudio de la funcion logaritmica: ceros, crecimiento, decre-

cimiento, conjunto imagen, positividad, negatividad, asintota. = Problemas que se modelizan mediante funciones logaritmicas.

= Analisis de soluciones de ecuaciones logaritmicas.

Ciclo Orientado

Halla la funcién logaritmica inversa de una fun-
cién exponencial en problemas situados en contex-
tos intra- y extramatemadticos.

Reconoce funciones exponenciales y logaritmicas
inversas a partir de analizar sus graficos y/o sus fér-
mulas.

Por ejemplo, para resolver este problema: Por ejemplo, al resolver el siguiente problema:

Si un cierto dia, la temperatura es de 28°,
la sensacién térmica se puede determinar
en funcién del porcentaje de humedad, y
se calcula con la siguiente férmula:

A partir de los siguientes grificos de fun-
exponenciales y logaritmicas,
identifici cudles pueden corresponder a
funciones inversas.

ciones

a) 4
() = 22,86 - (1,004)*
Halld la férmula de una funcién que cal- ¢+ +
cule el porcentaje de humedad en fun-
cién de la sensacién térmica. < >
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, \
b) 4 ’

fiI (x) = 10g1,oo4 <ﬁ)

O bien, en el siguiente problema:

Sea f: R>R tal que f(x) =3 - 2"+ 1:

i i c) A

. a) redefini su codominio para que exis-

: ta la funcién inversa; :

i b) defini la funcién inversa. | B —

Para el item a), el/la estudiante reconoce que - v .

El/la estudiante halla la férmula

la imagen de la funcién fes (1; +o0) y redefine
el codominio en consecuencia.

El ejemplo contintia en pdgina 79.

El/la estudiante reconoce que tanto el par con-
formado por los gréficos a) y b) como el con-
formado por los b) y ¢) pueden corresponder a
funciones inversas, debido a que en cada uno
el dominio y la imagen de una de las funcio-
nes se corresponden con la imagen y el domi-
nio de la otra, respectivamente.

El ejemplo contintia en pdgina 79.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Relacién entre una férmula, una tabla de valores, Produce graficos de funciones logaritmicas ubican-

el grafico cartesiano y una situacién. do puntos en el plano cartesiano a partir de valores
relacionados de las variables, previendo su forma y
sus caracteristicas.

Por ejemplo, para realizar el grifico de la funcién
definida por la férmula f(x) = log, (x- 3) + 1, el/la
estudiante produce la siguiente tabla y el siguien-
te gréfico, anticipando que al tratarse del gréfico
de una funcién logaritmica es siempre creciente o
decreciente y posee una asintota vertical. En con-
secuencia, realiza una exploracién controlada uti-
lizando valores de x para que el valor dentro del
paréntesis sea cercano a cero, sabiendo que esos
puntos son los que se aproximan a la asintota.

x £
3,1 -2,3219...
3,2 -1,3219...

4 1

5 2

El ejemplo continia en pdgina 80.
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 77.

Para resolver el item b), en primer lugar ha-
lla la férmula de la funcién inversa despejan-
do x en funcién de y = f'(x). Luego define la
funcién reconociendo que la imagen y el do-
minio de la funcién exponencial son el domi-
nio y la imagen de la funcién logaritmica, res-
pectivamente:

S (15 +o0) >R tal que f7'(x) = log, (xgl)

Produce graficos de funciones logaritmicas ubican-
do su asintota y los puntos que le permiten dedu-
cir su monotonia.

Por ejemplo, para realizar el grifico de la funcién
definida por la férmula f'(x) = log, (x - 3) + 1,
el/la estudiante determina en primer lugar que su
asintota es la recta x = 3. Luego halla la imagen
del valor del dominio para el que el argumento
del logaritmo es 1, £(4) = 1; y la imagen de otro
valor del dominio, f(5) = 2.

Para finalizar, marca esos puntos y la asintota
como referencia y, determinando que la fun-
cién es creciente, traza su gréﬁco. También
puede suceder que obtenga mds puntos que
pertenecen al grafico y los utilice para realizar-
lo con mayor precisién y/o asegurarse de sus
conclusiones.

A
f&)

A

Contintia el ejemplo de pdgina 77.

Sin embargo, analiza que en el caso a) el gra-
fico de la funcién se aproxima a la asintota en
valores positivos del dominio, mientras que en
el caso b) el grifico se aproxima a la asinto-
ta en valores negativos de la imagen, motivo
por el que una funcién no puede ser la inver-
sa de la otra.

Al analizar de manera andloga el par de casos
b) y ¢), establece que para este par si es posi-
ble que una de las funciones sea la inversa de
la otra.

Por ejemplo, para resolver el siguiente proble-
ma:

Identificd cudl de los siguientes gréficos
podria ser el de la funcién definida por la
férmula £ (x) = log, (x - 3) + 1.

Loa) .

>
A

'\'5
\

El ejemplo contintia en pdgina 81.

Funciones y algebra

Reconoce e interpreta la relacién entre los valores
de los pardmetros de la férmula de una funcién lo-
garitmica y su grafico.



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contindia el ejemplo de pdgina 78.

A
[

11,3219 fmmmmdmmm ek

el
-
®y

12,3219 ====q====d-===-]

Resuel i del ti -1 =k
Resolucion algebraica de ecuaciones lineales. esuelve ecuaciones del tipo a - log, (x) + ¢ = £ con
b>0yb=1.

Por ejemplo, resuelve una ecuacién como la si-
guiente:

1]
(O8]

2-log, (%) +5
2-log3(x) =3-5

2 - log, (x) = 32
log, (x) = -1
x = 31

- {3
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 79.

El/la estudiante reconoce que la recta x = 3
es la asintota del gréfico de la funcién, lo que
le permite descartar el grifico a), en el que la
asintota es de la forma x = 4, con # < 0. Luego,
a partir de que la base es mayor que 1, estable-
ce que la funcidn es creciente, lo que le permi-
te descartar el gréfico b).

Para finalizar, afirma que el Gnico grifico que
podria ser el de la funcidn es el c), porque tie-
ne las caracteristicas que se pueden anticipar a
partir del andlisis de la férmula.

£lx)=lo QH
\}g Asintota x =3

Base mavyo que |
funcion creciente

Resuelve ecuaciones logaritmicas en las que el ar-
gumento del logaritmo es una funcién g(x) y no es
necesario hacer un andlisis de su dominio.

Resuelve ecuaciones logaritmicas utilizando pro-
piedades de los argumentos y de las bases, lo que
requiere determinar el dominio de la ecuacién.

Por ejemplo, resuelve una ecuacién como la si-
guiente:

2~log3 (-2x+1)+5 =
2-log3 (-2x+1) =3-5
log, (-2x+ 1) = =2

|
(SN}

log, (-2x+ 1) = -1
2x+1 =31
-2x = % -1

s 3
- {1

O bien, resuelve una ecuacién como:

log, (x*-1) = 3
xr-1=23
x?-1=38

x2=9
S=1{33}

Por ejemplo, en una resolucién como la si-
guiente:

log, (x- 1) +log, (x+1) = 3
log, (e-Dx+1) =3

log, (x*-1) = 3

x?-1=2°
x?=8+1

’=9
x=-36x=3

El/la estudiante determina que S = {3}, debido
a que -3 no es solucién de la ecuacién porque
no pertenece a su dominio. Podria llegar a esta
conclusién intentando verificar los valores ha-
llados, reemplazdndolos en la ecuacién.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Halla el dominio, C°, C*, C, intervalos de creci-
miento, intervalos de decrecimiento e imagen de
funciones logaritmicas a partir de analizar su gréfi-
co y los expresa por medio de intervalos.

Por ejemplo, resuelve problemas como el si-
guiente y expresa el dominio como un inter-
valo abierto, interpretando el significado de la
asintota.

A continuacién, se presenta el grafico de una
funcién logaritmica. Halld su dominio.
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Ciclo Orientado

Produce el grifico de funciones logaritmicas para
hallar su dominio, C°, C*, C’, intervalos de creci-
miento, intervalos de decrecimiento e imagen.

Por ejemplo, para resolver el problema:

" Halld el C* de la funcién definida por la fér-
mula f(x) = 2 - log, (x - 3) + 2.

El/la estudiante realiza un grafico como el si-
guiente, en el que incluye la asintota, la raiz y
un punto que le permite identificar que la fun-
cién es creciente. Luego, a partir de analizarlo,

establece que C" (f) = (13—0 ; +oo).

A
[

W
b&‘o
>

®

Halla el dominio de funciones logaritmicas de ma-
nera algebraica a partir de su férmula.

Por ejemplo, para hallar el dominio de la fun-
cién definida por la férmula

f()=2-log, (3-2x) +2

plantea y resuelve la inecuacién 3 - 2x > 0.

Halla el dominio, C°, C*, C, intervalos de creci-
miento, intervalos de decrecimiento e imagen de
funciones logaritmicas a partir de anticipar las ca-
racteristicas de su grafico.

Por ejemplo, para resolver el problema:

' Halld el C' de la funcion definida por la for-
¢ mulaf(x) =2 - log, (x-3) +2. '

Luego de analizar los coeficientes de la férmu-
la, el/la estudiante anticipa que el grifico de la
funcién tendrd una asintota vertical de ecua-
cién x = 3, que la funcidn serd creciente y que
el gréifico se ubicard “a la derecha” de la asinto-
ta. Luego, deduce que el C" estard conforma-
do por los valores de x mayores al valor de la
rafz. Para finalizar, halla la raiz (1—30) y establece
que C"(f) = (25 +eo).

Podrfa acompafar su razonamiento con un
grafico a mano alzada.

f&

A

"y
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Funcion trigonomeétrica

En este apartado se propone una progresién para el aprendizaje de las funciones trigo-
nométricas, para la que solo hemos considerado el seno, pero que también sirve para el
coseno. No hemos presentado grillas para otras funciones trigonométricas, porque enten-
demos que siguen los mismos criterios.

Tampoco se tuvieron en cuenta funciones con corrimientos horizontales ni equivalencias
por corrimientos horizontales entre férmulas, una que involucra el seno y otra, el coseno.

Respecto del uso de la calculadora, es importante sefialar que, si bien es una herramienta
central para el trabajo con las funciones trigonométricas, ya que permite explorar, hallar
imdgenes y preimdgenes, hay cierta tarea en la que no resulta conveniente permitir su uso.
Los problemas que tienen por objetivo analizar las imdgenes, preimdgenes, periodicidad y
simetria de una funcién trigonométrica para distintos dngulos a partir de la circunferencia
trigonométrica o el grifico de la funcién permiten hallar, explicitar y validar relaciones
que de otro modo pueden perderse. En este sentido, es fundamental decidir en qué casos
conviene o no habilitar su uso.
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Funcion trigonomeétrica

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Utiliza radianes para expresar la medida de dngu-
los y reconoce su equivalencia con el sistema sexa-

gesimal.

Halla imdgenes de funciones trigonométricas de
manera exacta para angulos cuya medida es un
“multiplo” de 7, y determina el signo para el resto
de los dngulos, mediante el empleo de la circunfe-
rencia trigonométrica.

Por ejemplo, halla el valor de sen (3- ) identifi-
cando la segunda coordenada del punto (0; -1)
sobre la circunferencia trigonométrica.

A

A
Y

N‘UA
Bl

-11(0,-1)

El/la estudiante establece que 4 es mayor que
7y menor que 27 y, a partir de esta relacion,
ubica un punto que lo represente de manera
aproximada sobre la circunferencia trigonomé-
trica. Luego responde que es cierto porque el
punto que lo representa tiene su segunda coor-
denada negativa.

El ejemplo contintia en pdgina 88.
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= La circunferencia trigonométrica, simetria y periodicidad.

Distintas formas y sistemas para medir angulos.
= Relaciones entre graficos y formulas.

= Estudio de las funciones trigopnométricas: ceros, positivi-
dad, negatividad, conjunto imagen, méaximos, minimos,
crecimiento, decrecimiento, conjunto imagen.

= Variaciones de los gréficos en funcion de las variaciones de
las formulas y viceversa. Estudio de las variaciones de la
amplitud y del periodo.

= Problemas que se modelizan mediante funciones trigo-
nomeétricas.

= Andlisis de soluciones de ecuaciones trigonométricas.

Ciclo Orientado

Halla imdgenes de funciones trigonométricas de

Reconoce que los dngulos que estdn representa-
dos por el mismo punto de la circunferencia tri-
gonométrica tienen el mismo seno y el mismo co-
seno.

Por ejemplo, al resolver un problema como el
siguiente:

Halld un valor de x entre 6n 'y 87 para el cual
sen(x) = sen (%)

El/la estudiante reconoce que al sumarle 2x a
¢ obtiene la medida de un dngulo que estd re-
presentado por el mismo punto sobre la cir-
cunferencia trigonométrica y que, por lo tan-
to, tiene el mismo valor del seno. Entonces,
para obtener la medida de un dngulo entre 6n
y 87 que tenga el mismo seno, le suma 27 tres
veces a % y obtiene . También podria re-
conocer que 67 es un multiplo 27, por lo que
el punto que representa el dngulo de medida
61 + £ = 377 es el mismo que el que represen-
ta al de medida . Concluye entonces que los
senos de ambos dngulos son iguales.

Halla preimégcnes de funciones trigonométricas

para los valores 0, 1, -1 V2 2 V3 5 1y ]
en el intervalo [0; 2x], considerando la s1metr1’a y

apoydndose en la circunferencia trigonométrica.

Por ejemplo, ante la consigna:

Hall4 todos los valores de x entre 0 y 2 para
los cuales sen(x) = -

El ejemplo continiia en pdgina 89.

manera exacta para dngulos de medida

T—o+ 21k
T+ o+ 21k
2n—a + 21w - k

a partir de la medida « € [0; 27] de un dngulo,
apelando a cuestiones de simetria y periodicidad y
apoydndose en la circunferencia trigonométrica.

Por ejemplo, para hallar el valor de sen( 6771)
el/la estudiante reconoce en un primer mo-
mento que 2n < < 4ny que, por lo tan-
to, ese dngulo es periddico a m - 2m = 3.
Luego ubica el punto que lo representa so-
bre la circunferencia trigonométrica y reco-
noce que es simétrico del punto que repre-
senta = (con respecto al eje de ordenadas)
porque se puede obtener “volviendo” una
longitud de arco = desde el punto (-1; 0)
(que es simétrico del punto (15 0)).

A

-1

Y
Luego de analizar que ambos puntos tienen el
mismo valor de su segunda coordenada, de-

i S o)=L _ m
termina que sen ( 2 n) =5 =sen ( ¢ )

La fila continiia en pdgina 89.
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Ciclo Orientado

Ciclo Basico

Contintia el ejemplo de pdgina 86.

>
>

............ negativo
4 radianes

-
-«

E Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Orientado | Matematica



Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 87.

En primer lugar, el/la estudiante marca sobre
la circunferencia trigonométrica los dos pun-
tos cuya segunda coordenada es 3-.

A

(1;0)’

Luego determina que la longitud de arco que
representa el punto que se encuentra en el pri-
mer cuadrante es % Para el que se encuentra
en el segundo cuadrante establece que la lon-
gitud del arco que representa es %n, debido a
que se puede obtener “volviendo” una longi-
tud de arco % desde el punto (-1; 0) (que es

simétrico del punto (1; 0)).

Contintia la fila de pdgina 87.

Halla preimdgenes de funciones trigonométricas

para los valores 0, %, -1, ‘%, —‘%, ‘/%_, —‘%, ly-1,
considerando la periodicidad y la simetria, apoydn-

dose en la circunferencia trigonométrica.

Por ejemplo, ante la consigna:

Halld todos los valores de x para los cuales
=1

sen(x) = -

En primer lugar, el/la estudiante marca sobre

la circunferencia trigonométrica los dos pun-

tos cuya segunda coordenada es 1-.

A

1

(1;0)’

-1

\j

Luego determina que la longitud de arco que
representa el punto que se encuentra en el pri-
mer cuadrante es % Para el que se encuentra
en el segundo cuadrante establece que la lon-
gitud del arco que representa es >-r, debido a
que se puede obtener “volviendo” una longi-
tud de arco % desde el punto (-1; 0) (que es

simétrico del punto (1; 0)).

A

El ejemplo continiia en pdgina 91.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Reconoce cuidndo el grifico de una funcién se co-
rresponde con un seno o con un coseno que No po-
see un corrimiento horizontal, a partir de analizar
su comportamiento en un entorno de x = 0.

Lectura de informacién que se encuentra en gri-
ficos.

Relacién entre una tabla de valores, el grifico car-

tesiano y una situacién. . o )
Por ejemplo, reconoce que el siguiente gréfico

se corresponde con una funcién que involucra
un coseno porque posee un mdximo en x = 0.

N/ |

Produce gréficos de funciones trigonométricas del
tipo f(x) = a - sen(x) ubicando puntos en el plano
cartesiano a partir de valores relacionados de las va-
riables, previendo su forma y sus caracteristicas.

Por ejemplo, para realizar el grafico de la fun-
cién definida por la férmula f(x) = 3 - sen(x),
el/la estudiante produce la siguiente tabla y el
siguiente gréfico, anticipando que al tratar-
se del grifico de una funcién trigonométrica
(sinusoide) la curva se repite periédicamente
y posee puntos maximos, minimos e intersec-
ciones con el eje x en valores de sus primeras
coordenadas que son “miltiplos” de =-.

El ejemplo contintia en pdgina 92.
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Ciclo Orientado

Produce gréficos de funciones trigonométricas del ti-
po f(x) = a - sen(bx) + ¢ ubicando puntos importantes

a partir de su férmula y apelando a la periodicidad.

Por ejemplo, para realizar el grafico de la funcién
definida por la férmula f'(x) = 3 - sen(2x) + 1,
el/la estudiante determina en primer lugar los
valores de x para los cuales el argumento de la
funcién es 0, %, =y 3-m (ya que para esos va-
lores el seno toma valores enteros) y en segundo
lugar calcula su imagen.

x 2x (%)
0 0 1
L3 2 4
5 n 1
S S 2

Luego ubica esos puntos en el plano uniéndo-
los con una curva sinusoidal y completa el gra-
fico para el resto de los valores de x “repitién-
dolo” de forma periddica.

2
1
I I I >
+ + + >
. 2n 5 3n Jn
2 2 2

La fila continiia en pdgina 93.

Contintia el ejemplo de pdgina 89.

Una vez obtenidos todos los valores “en la
primera vuelta’, considera la periodicidad y
afirma que todos los valores de x se pueden
obtener a partir de % y de >z sumando o res-
tando cualquier cantidad de veces 2n, porque
cada “una vuelta entera” el seno vuelve a ser 1.

Luego expresa todos esos valores de manera
simbdlica:

Ttk 2 (con k; EZ)

27+ ky - 21 (con k, € Z)

Por ejemplo, para resolver el siguiente problema:

Identificd cudl de los siguientes graficos po-
dria ser el de la funcién definida por la fér-
mula f(x) = 3 - sen(x) + 2.

VYAV VAVAVA

El/la estudiante reconoce que la funcién es-
td compuesta por un seno que no estd “corri-
do” horizontalmente, lo que le permite descar-
tar el grafico c), debido a que no puede tener
un médximo en x = 0 (esto sucede con el cose-
no). Luego, analizando que el seno toma va-
lores entre -1 y 1, que el coeficiente que lo
multiplica es 3, y que luego se suma 2, deter-
mina que la imagen de la funcién es [-1; 5],
lo que le permite descartar el gréfico a), debi-
do a que este es simétrico con respecto al eje x.

El ejemplo continiia en pdgina 93.

Funciones y algebra

Reconoce e interpreta la relacién entre los valores
de los pardmetros de la férmula de una funcién tri-
gonométrica y su grafico.

\ 4



Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 90.

x S
0 0
5 3
T 0
i 5
2 0
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Ciclo Orientado

Contintia la fila de pdgina 91.

Produce la férmula de una funcién trigonométrica
del tipo f'(x) = sen(x) + ¢ a partir de su gréfico, re-
conociendo si se corresponde con el seno o el cose-

7«

no y si estd “corrido” verticalmente.

Por ejemplo, a partir del siguiente gréfico:

El/la estudiante reconoce que se trata de un se-
no (que no estd desplazado horizontalmente)
porque no posee un extremo en x = 0. Luego,
observando que el minimo de la funcién es 1,
establece que, con respecto al grifico del se-
no, estd “corrido” dos unidades “hacia arriba”
y, por lo tanto, en la férmula se debe sumar 2.

Para finalizar, produce la f6rmula:

f(x) = sen(x) + 2.

Produce la férmula de una funcién trigonométrica
del tipo f(x) = a - sen(x) a partir de su grafico, reco-
nociendo si se corresponde con el seno o el coseno
y si su amplitud es distinta de 1.

Por ejemplo, a partir del siguiente gréfico:

El/la estudiante reconoce que se trata de un
coseno (que no estd desplazado horizontal-
mente) porque posee un mdiximo en x = 0.
Luego, observando que el minimo de la fun-
cidén es -3 y que el mdximo es 3, establece que,
con respecto al grifico del coseno, posee una
amplitud que es el triple y, por lo tanto, en la
férmula se debe multiplicar por 3.

El ejemplo contintia en pdgina 95.

Contintia el ejemplo de pdgina 91.

A partir de que el seno es creciente en (0; £
y de que el coeficiente 3 por el que se lo multi-
plica no modifica esta caracteristica porque es
positivo, el/la alumno/a descarta el grafico d).

Para finalizar, afirma que el tnico grifico que po-
dria ser el de la funcién es el b), porque tiene las
caracteristicas que se pueden anticipar a partir

del anilisis de la férmula.
ﬁ Fositivo: no modifica

crecimiento y decrecimiento

f(x)=23- §eTn(xJ) +2
Entre -y
Enfre -3y3 — Lmagen
[—li 5]

Produce la férmula de una funcién trigonométri-
ca a partir de su gréfico, reconociendo su amplitud
y su periodo.

Por ejemplo, a partir del siguiente gréfico:

El/la estudiante reconoce que se trata de un seno
(que no estd desplazado horizontalmente) por-
que no posee un extremo en x = 0. Luego, ob-
servando que el minimo de la funcién es -2 y el
mdximo es 4, establece que la amplitud es 3 (ya
que la distancia entre -2 y 4 es 6) y que el gréfico
estd “corrido” una unidad “hacia arriba”, por lo
que el coeficiente por el que se debe multiplicar
al seno es 3 y luego se le debe sumar 1.

Con respecto al periodo, analiza que en este caso
es 7, que es la mitad del periodo de sen(x), por lo
que la variable debe estar multiplicada por 2 en
el argumento.

Para finalizar, produce la férmula:

f(x) =3 -sen(2x) + 1.

Funciones y algebra



Ciclo Basico

Relacién entre la solucién algebraica y la grafica de
una ecuacion.

Anilisis de la cantidad de soluciones de una ecua-
cion.

Ciclo Orientado

Resuelve ecuaciones del tipo 4 - sen(x) + & = ken el
intervalo [0; 2x], sin anticipar la existencia de so-
luciones.

Por ejemplo, frente a la ecuacién 2 - sen(x) + 3 =06,
el/la estudiante inicia el proceso de resolucion de
la siguiente manera:

2-sen(x)=6-3
sen(x) = 3

para afirmar que no hay solucién porque el se-
no Gnicamente toma valores entre -1y 1.

O bien, resuelve una ecuacién como la siguien-
te, apoydndose en la circunferencia trigonomé-
trica para obtener las soluciones simétricas:

2.sen(x) +3 =4
4-3

2 - sen(x)

Il
—

sen(x)
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 93.

Para finalizar, produce la férmula:

f (%) = 3cos(x).

Anticipa la existencia de soluciones de una ecua-
cién del tipo a - sen(x) + b = k.

Por ejemplo, frente a la ecuacién

2.sen(x) +3=06
el/la estudiante afirma que no tiene solucién
porque 2 - sen(x) puede tomar como mdximo
el valor 2 y, al sumarle 3, el resultado podria
ser, a lo sumo, 5.

Resuelve ecuaciones del tipo 4 - sen(x) + & = k sin
restricciones en el dominio.

Por ejemplo, resuelve una ecuacién como la si-
guiente, apoydndose en la circunferencia trigo-
nométrica para obtener la soluciones simétricas:

2-.sen(x) +3 = 4
2.sen(x) = 4-3
sen(x) = 3

-1

\j

S={%+/€1 .2, /eIEZ}U{%n+/e2-2n, /eZEZ}

Determina los valores de 4 para los cuales las ecua-
ciones del tipo « - sen(x) + & = k tienen o no tienen
soluciones, y diferencia los casos en los que existe
una unica solucién por periodo de la funcién.

Por ejemplo, frente a la  ecuacién
2 - sen(x) + 3 = k, el/la estudiante afirma que
no tiene solucién para cualquier valor de 4
mayor que 5 o menor que 1 porque 2 - sen(x)
puede tomar como minimo el valor -2 y como
méximo el valor 2 y, por lo tanto, al sumarle 3,
el resultado serd siempre mayor o igual que 1y
menor o igual que 5.

También afirma que tiene infinitas soluciones
para todo valor de £ perteneciente a [1; 5], y
distingue los casos en los que £#=1 0 k=5, pa-
ra los que sostiene que solo existird una solu-
cién por cada periodo de la funcién.

El/la alumno/a podria arribar a las mismas con-
clusiones interpretando la expresion 2 - sen(x) + 3
como la férmula de una funcién y 4 como un
posible valor de la imagen. Luego de conside-
rar y analizar su gréfico, podria establecer que
la ecuacién solo tendrd solucion si £ es un va-
lor del intervalo [1; 5], ya que esa es la imagen
de la funcién.

Resuelve ecuaciones del tipo « - sen(x) + & = k£ con
restricciones del dominio diferentes al intervalo

[0; 27].

La fila continia en pdgina 97.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Halla la imagen de funciones trigonométricas.

Halla el C°, C*, C’, los médximos, los minimos, los
intervalos de crecimiento y los intervalos de decre-
cimiento de funciones trigonométricas con domi-
nio restringido del tipo f'(x) = « - sen(bx), para lo
cual produce y analiza su gréfico.

La fila continiia en pdgina 98.
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Ciclo Orientado

Halla el C°, C*, C’, los mdximos, los minimos, los
intervalos de crecimiento y los intervalos de decre-
cimiento de funciones trigonométricas con domi-
nio R del tipo f'(x) = « - sen(bx), lo que requiere
expresar infinitos valores o intervalos.

La fila contintia en pdgina 99.

Contintia la fila de pdgina 95.

Por ejemplo, ante la siguiente ecuacion:

2 -sen(x) + 3 = 4 con x € [-m; 37]
2.sen(x) = 4-3
sen(x) = L

2
= T o = 5
x=2+2kmox=2n+2kn
Utiliza distintos valores de los pardmetros £,
y k, para determinar cudles de los valores de
x que verifican la igualdad son los que se en-
cuentran en los intervalos indicados.

También podria apoyarse en la circunferencia tri-
gonométrica identificando el intervalo de la res-
triccion con “vueltas” sobre ella. Por ejemplo,
considerando que el minimo del intervalo de la
restriccion es -7, podria identificar que la restric-
cién “comienza con media vuelta” en sentido ho-
rario. Entonces, aunque sen (—ln) = %, conclui-

6
rfa que ~Zx no es solucién de la ecuacién porque
“da mds de media vuelta negativa’.
A

1

A
Y

Halla el C°, C*, C, los mdximos, los minimos, los
intervalos de crecimiento y los intervalos de decre-
cimiento de funciones trigonométricas con domi-
nio R del tipo f(x) = a - sen(bx) + ¢, lo que requie-
re resolver ecuaciones con soluciones simétricas y
periddicas y expresar infinitos valores o intervalos.

La fila contintia en pdgina 99.

Funciones y algebra m
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia la fila de pdgina 96.

Por ejemplo, para hallar el C* de la funcién
fil-ma]=> R/ f(x) =2 - sen(3x) el/la estu-
diante produce una tabla de valores y, a partir
de ella, un grafico como el siguiente, previen-
do su forma y sus caracteristicas.

x S

0 0
%n 2
%n 0
R -2
%n 0

Luego de analizar el gréfico, expresa:

C=(-3 73 DU )Y )
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Ciclo Orientado

Contintia la fila de pdgina 97.

Por ejemplo, para hallar el C* de la funcién
f:R>R/f(x) =2 sen(3x) el/la estudian-
te produce una tabla de valores y, a partir de
ella, un grifico como el siguiente.

x f&
0 0
L 2
4 0
i -
%n 0

Luego expresa: C'(f) es la unién de todos los

intervalos de la forma
(O+%n~/e;%n+%n-/e)conk€2.

Halla el C° C*, C, los mdximos, los mini-
mos, los intervalos de crecimiento y los interva-
los de decrecimiento de funciones trigonométricas
con el dominio restringido a un periodo del tipo
f(x) = a-sen(bx) + ¢, lo que requiere resolver ecua-
ciones con soluciones simétricas.

Por ejemplo, para hallar el C™ de la funcién
f:00;2n] > R/ f(x) =2 - sen(x) + 1, el/la
estudiante halla las raices de la funcién y las
coordenadas de otros puntos para producir un
grifico como el siguiente.

El ejemplo contintia en pdgina 101.

Contintia la fila de pdgina 97.

Por ejemplo, para hallar el C™ de la funcién
fiR>R/f(x)=2-sen(x) + 1, el/la estu-
diante halla las raices de la funcién, su perio-
do y las coordenadas de otros puntos (o prevé
algunas caracteristicas que tendrd) para pro-
ducir un gréfico como el siguiente.

Luego de analizar el gréfico, expresa: C*(f) es
la unién de los intervalos de la forma
(%n+27t-/e;1—617t+27t-/e)conkEZ.

Halla el C°, C*, C, los méximos, los minimos, los
intervalos de crecimiento y los intervalos de decre-
cimiento e imagen de funciones trigonométricas en
problemas situados en contextos extramatemdticos
a partir de la anticipacién de las caracteristicas de

su gréfico.

Por ejemplo, para resolver este problema:

. La funcién
f:10;24] >R/ f(x) = 4sen(%rcx) -4

describe la altura del nivel del agua (me-
dido en metros) de una laguna en funcién
del tiempo (medido en horas) a lo largo
i de un dfa. Las embarcaciones solo pueden !
! entrarala laguna cuando el nivel del agua
supera los 2 m bajo el nivel 0.

' ;Es cierto que existen solo dos intervalos !
¢ q

i de tiempo por dia en el que es posible que !

ingresen embarcaciones a la laguna?

El ejemplo continiia en pdgina 101.

Funciones y algebra
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 99. Contintia el ejemplo de pdgina 99.

A A partir de analizar los coeficientes de la f6r-
mula de la funcidn, el/la estudiante anticipa
que la imagen se encuentra entre -8 y 0 y que
27 su periodo es 12. En primer lugar, a partir de
la imagen, deduce que existen valores de tiem-
po para los cuales la altura del nivel del agua

i es mayor que -2. Luego, a partir del periodo,

3 { . .
B 3" Lo concluye que existen dos intervalos en el do-
0 i i) ’ n 2 minio para los cuales la imagen de la funcién

es mayor que -2, ya que posee exactamente
dos periodos entre 0 y 24. Para finalizar, in-
terpreta estas conclusiones en el contexto del
Luego de analizar el grifico, expresa: problema y afirma que solo existen dos inter-
C ()= (% m 71) valos por dia en el que es posible el ingreso de
embarcaciones a la laguna.

\j

Podria acompanar sus razonamientos realizan-
do un grafico a mano alzada.

SOA

VAN (V-
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Actividades para relevar los aprendizajes

Como se senalé en la introduccién de este documento, se incluyen aqui algunos ejemplos
de problemas que podrian ser ttiles a la hora de recabar informacién sobre el estado de
conocimientos de los/as estudiantes en relacién con el eje Funciones y dlgebra. Parte de
esta informacién puede recabarse durante el trabajo en el aula, a partir de observar a los/as
alumnos/as mientras resuelven problemas, de analizar sus intervenciones y preguntas du-
rante las instancias colectivas y las explicaciones que pueden dar de su trabajo. Sin embargo,
resulta necesario también disponer de datos acerca de las producciones de los/as estudiantes
en situaciones de trabajo individual que permitan analizar mds detalladamente la produccién
de cada uno. Las situaciones propuestas a continuacién responden a este propdsito.

Funcion cuadratica

Situacion 1. Simetria del gréfico de una funcion cuadratica

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante puede, por un lado, inter-
pretar la informacién que le da la férmula de la funcién y, por el otro, utilizarla para
hallar valores del dominio que tengan la misma imagen.

q g g

La temperatura en Marcos Paz (medida en °C) del dia 30 de julio de 2021 pue-
de modelizarse a través de una funcién de férmula f(x) = 2 (x + 1)* + 4, donde
a ER-{0}, b ERy -5 < x < 5. Se sabe que la variable independiente representa
la hora, que x = 0 corresponde a las 7 de la manana y que f(-3) = -2. Hall4 otro
momento del dfa en el que, segin el modelo, la temperatura es de -2 °C.

Se puede observar si el/la estudiante:

» Afirma que no es posible resolver el problema porque no se conoce la férmula
de la funcién.
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» Asigna valores a @ y a b ensayando con ellos para asegurarse de que el gréfico
contenga al punto (-3; -2), realiza el grfico de la funcién correspondiente e
intenta hallar el valor de x a partir de él. Algunos/as estudiantes probardn con
diversos valores al azar para 2 y 4, para luego intentar hallar el valor pedido de
x a partir de un grafico. Por ejemplo, cona =1y b = -6:

Esta estrategia supone un avance respecto de la anterior, debido a que en este
caso el/la estudiante admite la existencia de una funcién a pesar de que su f6r-
mula contenga pardmetros. Sin embargo, no explora ni analiza su férmula de
manera general, sino que necesita apoyarse en un caso particular. Por otro lado,
dispone de los conocimientos necesarios para hallar gréficamente las preimdge-
nes de un cierto valor.

» Reconoce que el punto (-1; &) es el vértice de la pardbola y que la recta x = -1
es su eje de simetria. Marca el punto (-3; -2) y busca su simétrico, apoydndose
en un gréfico o no.

Determina asi, que el valor buscado es x = 1, y establece (0 no) que la tem-
peratura vuelve a ser de -2 °C a las 8 de la manana. Es en esta estrategia de
resolucién que el/la estudiante pone en juego la simetria de la pardbola respec-
to de la recta vertical que pasa por su vértice. Es una aplicacién importante,
pues permite hallar otro punto que tenga la misma imagen que uno dado.

Funciones y algebra m



Situacion 2. Graficos de funciones cuadraticas y formulas

El problema que se propone a continuacién permite evaluar si los/as estudiantes
identifican algunas caracteristicas de la pardbola que es el grifico de una funcién
cuadrdtica y su consiguiente relacién con los pardmetros de una férmula que la
representa.

Sugeri una férmula para cada una de las funciones cuadrdticas representa-
das gréficamente. Sin graficar las que proponés, explicd cémo hiciste para

hallarlas.

a) b) T C) \/

A
Y
A
Y

Para el item a) se puede observar si el/la estudiante:

» Propone una férmula desarrollada correcta sin explicar cémo hizo para hallar-
la. Seguramente se trate de un/a estudiante que la encontré a través de ensayos
y errores. Resulta importante sefialar que la manera elegida para expresar la
férmula no es conveniente en funcién de los datos que tienen, pues se sabe que
tanto el coeficiente principal como el término independiente deben ser positi-
vos. Para hallar algin valor posible de & es necesario analizar el discriminante,
lo cual no resulta simple.

» Propone una férmula correcta expresada en su forma candnica o factorizada,
aunque sin explicar cémo hizo para hallarla. Posiblemente, se trate de un/a
estudiante que relaciond los datos proporcionados por el grifico pero no pudo
—u olvid6— explicitar las relaciones que tuvo en cuenta. El avance, en este caso,
lo constituye el tipo de expresidn seleccionada, que resulta mds conveniente
para los datos disponibles.

» Propone una férmula del tipo f(x)= (x + p)(x + ¢), explicitando o no que py g
tienen que ser nimeros positivos. No considera que la ordenada al origen tiene
que ser positiva, aunque se cumple para la férmula propuesta, y no tiene en
cuenta la concavidad. Muchas veces los/as estudiantes asumen que 2 = 1 por
no haberlo considerado.

Del mismo modo, puede pensar que las dos coordenadas del vértice de la para-
bola tienen que ser negativas, por lo que su férmula es del tipo f(x) = (x + p)*- ¢,
explicitando o no que p y ¢ tienen que ser niimeros positivos. Tampoco tiene en
cuenta el signo de la ordenada al origen ni del coeficiente principal.

105 Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Orientado | Matematica



Tanto en esta estrategia de resolucién como en la anterior, el/la estudiante elige
una forma conveniente para representar la férmula de la funcién de acuerdo
con los datos, aunque no tiene en cuenta todos ellos.

» Propone una férmula del tipo f(x) = @ (x + p)(x + g), explicitando que p y ¢
tienen que ser nimeros positivos, o bien f(x) = 2 (x - p)(x - ), explicitando que
» 'y ¢ tienen que ser nimeros negativos. Afirma también que 2 > 0 debido a la
concavidad de la pardbola propuesta. Luego verifica que la ordenada al origen
es efectivamente positiva, hallando f'(0).

Del mismo modo, plantea que las dos coordenadas del vértice de la pardbola
tienen que ser negativas, por lo que su férmula es del tipo f(x) = 2 (x + p)* - ¢,
explicitando que p y ¢ tienen que ser nimeros positivos; o bien, que es
f(x) =a(x-p)*+ g, explicitando que p y ¢ tienen que ser nimeros ne-
gativos. También afirma y explica por qué debe ser 2 > 0 y verifica que
la ordenada al origen es efectivamente positiva, hallando f(0).

En las dos dltimas estrategias descriptas, los/as estudiantes no solo eligen una
representacién conveniente para la férmula, sino que ademds tienen en cuenta
todos los datos sobre la funcién y explican de qué manera inciden en la f6rmula.

Para el item b) se puede observar si el/la estudiante:

» Propone una férmula desarrollada correcta sin explicar cémo hizo para hallar-
la. Seguramente se trate de un/a estudiante que la encontré a través de ensayos
y errores. Resulta importante sefialar que la manera elegida para expresar la
férmula no resulta conveniente en funcién de los datos que se tienen.

» Propone una férmula correcta expresada en su forma candnica, aunque sin
explicar cémo hizo para hallarla. Posiblemente, se trate de un/a estudiante que
relacioné los datos proporcionados por el grifico pero no pudo —u olvidé— ex-
plicitar las relaciones que tuvo en cuenta. El avance, en este caso, lo constituye
el tipo de expresion seleccionada, que resulta mds conveniente para los datos

disponibles.

» Propone una férmula del tipo f(x) = —a(x + p)(x + p), explicitando o no que «
y p tienen que ser nimeros positivos. No considera que la ordenada al origen
tiene que ser negativa, aunque se cumple para la férmula propuesta.

Del mismo modo, puede pensar que la primera coordenada del vértice de la
pardbola tiene que ser positiva y la segunda, cero, por lo que su férmula es del
tipo f'(x) = —a(x + p)?, explicitando o no que « y p tienen que ser nimeros po-
sitivos. Tampoco tiene en cuenta el signo de la ordenada al origen.

Tanto en esta estrategia de resolucién como en la anterior, el/la estudiante elige
una forma conveniente para representar la férmula de la funcién de acuerdo
con los datos, aunque no tiene en cuenta todos ellos.

Funciones y algebra m



»

Propone una férmula del tipo f(x) = -a(x + p)(x + p) = —a(x + p)*, explicitan-
do que @ y p son nimeros positivos, o bien f(x) = a(x - p)(x - p) = alx - p)?,
explicitando que a y p tienen que ser nimeros negativos. Afirma también que
a < 0 debido a la concavidad de la pardbola propuesta. Luego verifica que la
ordenada al origen es efectivamente negativa, hallando £'(0).

Del mismo modo, plantea que la primera coordenada del vértice de la pa-
rabola tiene que ser positiva y la segunda, cero, por lo que su fé6rmula es del
tipo f(x) = a(x - p)?*, explicitando que p tiene que ser un nimero positivo.
También afirma y explica por qué debe ser 2 < 0 y verifica que la ordenada al
origen es efectivamente negativa, hallando £(0).

En las dos ultimas estrategias descriptas, los/as estudiantes no solo eligen una
representaciéon conveniente para la fé6rmula, sino que ademds tienen en cuen-
ta todos los datos sobre la funcién y explican de qué manera inciden en la
férmula.

Para el item c) se puede observar si el/la estudiante:

»

Propone una férmula desarrollada correcta sin explicar cémo hizo para hallar-
la. Seguramente se trate de un/a estudiante que la encontré a través de ensayos
y errores. Resulta importante sefialar que la manera elegida para expresar la
férmula no es una manera conveniente de hacerlo en este caso.

Propone una férmula correcta expresada en su forma candnica, aunque sin
explicar cémo hizo para hallarla. Posiblemente, se trate de un/a estudiante que
relacioné los datos proporcionados por el grifico pero no pudo —u olvidé— ex-
plicitar las relaciones que tuvo en cuenta. El avance, en este caso, lo constituye
el tipo de expresion seleccionada, que resulta mds conveniente para los datos

disponibles.

Propone una férmula del tipo f(x) = (x + p)*+ ¢, explicitando o no que p y ¢
tienen que ser nimeros positivos. No considera que la ordenada al origen tiene
que ser positiva, aunque se cumple para la férmula propuesta, y no tiene en
cuenta la concavidad. Muchas veces los/as estudiantes asumen que el coeficien-
te principal es 1 pero sin haberlo considerado.

En esta estrategia de resolucién, el/la estudiante elige una forma conveniente
para representar la férmula de la funcién de acuerdo con los datos, aunque no
tiene en cuenta a todos ellos.

Propone una férmula del tipo f(x) = a(x + p)* + ¢, explicitando que p y ¢ tienen
que ser nimeros positivos. También afirma y explica por qué debe ser y verifica
que la ordenada al origen es efectivamente positiva, hallando f(0).

En esta estrategia los/as estudiantes no solo eligen una representacién conve-
niente para la férmula, sino que ademds tienen en cuenta todos los datos sobre
la funcién y explican de qué manera inciden en la férmula.
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Situacion 3. Soluciones de una ecuacion cuadratica

A través del problema que se propone, el/la docente tendrd la posibilidad de eva-
luar si los/as estudiantes pueden analizar la cantidad de soluciones de una ecuacién
cuadritica, o de raices de una funcién cuadrdtica, en cuya fé6rmula intervienen pa-
rametros. No se trata de un problema para trabajar en 3.° afio, cuando se inicia el
estudio de este tipo de funciones, sino en 5.° afio, cuando se propone un repaso de
las diferentes funciones estudiadas.

Analizd para qué valores de # la ecuacidn, kx? - 4kx = -1 - 3k, k = 0, tiene
solucion.

Se puede observar si el/la estudiante:

» Asigna diferentes valores a #, y, para cada uno de ellos, analiza si la ecuacién
tiene o no solucién. Es posible que los/as estudiantes que deciden tomar este
camino no comprendan que es posible responder el problema aunque la ecua-
cién tenga una variable y un pardmetro.

» Obtiene una ecuacién equivalente igualada a cero e intenta resolverla utilizando
la férmula resolvente. Por ejemplo, luego de obtener kx* - 4kx + 1 + 3k = 0,

reemplaza los coeficientes en la férmula y obtiene x = ks Vel ~4k1+36  Sin saber

cémo obtener un resultado numérico, abandona la resolucidn.

» Obtiene una ecuacién equivalente igualada a cero y halla su discriminante,
planteando que tiene que ser mayor o igual que cero. Es decir, a partir de la
ecuacion kx? - 4kx + 1 + 3k = 0, obtiene que A = (-4k)* - 4k(1 + 3k) = 0. Lue-
go, transforma las escrituras para operar sobre una inecuacién equivalente a la
original. Por ejemplo, de la siguiente manera:

(-4k)> - 4k(1 +3k) >0=>4k-4k>0=>4k(k-1)20

Finalmente, interpreta que necesita hallar el conjunto de ceros y el conjunto de
positividad de la funcién g (x) = 4x(x - 1), lo hace a partir de un gréfico y da la

solucién correcta k< 0o £> 1.
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»

Considera la funcién /4(x) = kx* - 4kx, e intenta determinar bajo qué condicio-
nes el valor -1 -3% es un elemento de la imagen de la funcién.

Para ello, determina que el vértice de la pardbola es el punto (2; -44). Luego
considera diferentes casos, segin el signo de £:

> Si k>0, la pardbola es concava hacia arriba y el minimo valor que toma
es —4k. Entonces, para que la ecuacién tenga solucién, debe ocurrir que
-1 -3k = -4k. Obtiene que la solucién es £ > 1.

»  Si k<0, lapardbola es concava hacia abajo y el mdximo valor que toma
es —4k. Entonces, para que la ecuacién tenga solucién, debe ocurrir que
-1 -3k < -4k, lo que ocurre cuando # < 1. Considerando las dos condi-
ciones sobre el valor de 4, la solucién para este caso es £ < 0.

Finalmente, expresa la solucién como la unién de las dos parciales: <00 &> 1.

Funcion polindmica
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Situacion 1. Conjunto de ceros de una funcion polindmica

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante pone en juego que para

hallar las raices de una funcién es necesario resolver la ecuacién f(x) = 0 y desarrolla

alguna estrategia vélida para hacerlo.

Halld el conjunto de ceros de la funcién definida por la férmula
f(x) = (x - 2)"(2x + 1), sin utilizar programas graficadores.

Se puede observar si el/la estudiante:

»

Halla £ (0) = 4 y afirma que C° = {4}. En este caso, confunde la variable que
tiene que valer cero para hallar el conjunto de ceros.

Plantea la ecuacién f(x) = 0, desarrolla el cuadrado del binomio y aplica la
propiedad distributiva para obtener la ecuacién 2x° - 7x* + 4x + 4 = 0, que
no logra resolver. El/la estudiante no interpreta la ecuacién original como un
producto igualado a cero, que no requiere del desarrollo de la expresién para
su resolucion.

Plantea la ecuacién f(x) = 0 y afirma que C° = {2; -1}, utilizando una regla que
no interpreta y con un dominio de validez limitado: “las raices son los térmi-
nos independientes de cada factor, cambiados de signo”.

Plantea la ecuacién f(x) = 0 y afirma que C° = {2; -1}, resolviendo las ecuaciones

que permiten hallar los ceros de cada factor o determindndolos por inspeccion.
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Situacion 2. Inecuaciones que involucran funciones polindmicas

El siguiente problema, que requiere de la solucién de una inecuacién, crea la nece-
sidad de factorizar la expresion resultante para hallar el conjunto de positividad o
negatividad de la funcién asociada.

Sin usar programas graficadores, resolvé la siguiente inecuacién:
x9 - 12> -6x% - 5x

Se puede observar si el/la estudiante:

» Intenta, sin éxito, despejar la variable, entendiendo que asi se resuelven las
ecuaciones e inecuaciones.

» Halla una inecuacién equivalente a la dada para comparar una expresién con
cero, x7 + 6x* + 5x - 12 > 0, pero no logra resolverla.

» Halla una inecuacién equivalente a la dada para comparar una expresién con
cero, x + 6x% + 5x - 12 > 0, busca las raices de la funcién polinémica asocia-
da usando el lema de Gauss, pero no logra utilizarlas para hallar el conjunto
solucidn.

» Halla una inecuacién equivalente a la dada para comparar una expresién con
cero, x° + 6x? + 5x - 12 > 0, busca las raices de la funcién polindémica aso-
ciada usando el lema de Gauss (-4, -3 y 1), analiza los signos de la funcién
f(x) =x? + 6x* + 5x - 12 en los intervalos determinados por las raices y deter-
mina que el conjunto solucién es S = (-4; -3) U (1; +oo).

» Halla una inecuacién equivalente a la dada para comparar una expresién con
cero, x>+ 6x%+ 5x -12 > 0, e interpreta que la solucién es el conjunto de posi-
tividad de la funcién definida por la férmula f(x) = x? + 6x?+ 5x - 12. Luego
busca las raices de la funcién usando el lema de Gauss para realizar su grafico
y, a partir de él, determinar que el conjunto solucién es S = (-4; -3) U (1; +oo).

Funcion exponencial

Situacion 1. Decrecimiento exponencial
La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante reconoce que el problema

responde a un modelo exponencial, si logra hallar la férmula de la funcién corres-
pondiente y puede utilizarla para responder la pregunta planteada.
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Una sustancia radiactiva se desintegra de forma tal que cada dia queda un 90 %
de la masa del dfa anterior. Si una muestra de ella tiene hoy una masa de 10 kg,
halld su masa aproximada a los 15 dias.

Se puede observar si el/la estudiante:

»

Afirma que no es posible resolver el problema porque no se conoce la férmula
que modeliza la situacién.

Resuelve hallando la masa de la sustancia en cada dia del proceso hasta llegar al
dia 15, por medio del cdlculo de porcentajes. Si para calcular el 90% multiplica
por 0,9, podria suceder que en algin momento del procedimiento lo generali-
ce por medio del cdlculo 10 - 0,9%, sin producir una férmula.

Reconoce que se trata de un modelo exponencial, escribiendo o no una fér-
mula del tipo f(x) = & - &, pero no logra encontrar ninguno de los pardmetros
necesarios.

Reconoce que se trata de un modelo exponencial, pero solo determina correc-
tamente uno de los pardmetros necesarios. Por ejemplo, propone una férmula

del tipo f(x) = 10 - &%, f(x) = 10 - 90"

Reconoce que se trata de un modelo exponencial y determina correctamente la
férmula correspondiente como f'(x) = 10 - 0,9" para luego calcular f(15).

Situacion 2. Formulas y propiedades de funciones exponenciales

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante dispone de las propiedades
de las potencias, si logra decidir cudndo dos férmulas definen la misma funcién y
si puede desarrollar alguna estrategia para decidir si una funcién exponencial tiene
0 no raices.

Decidi si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando tu
respuesta.

a) Las férmulas f(x) =2 -3" y g(x) = 6" definen la misma funcién.

b) La funcién f(x) =2 - 3" no interseca al eje de abscisas.

Para la parte a) se puede observar si el/la estudiante:

»

»
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Afirma que definen la misma funcién porque aplica una propiedad incorrecta.

Grafica ambas funciones —a mano o con tecnologia— y utiliza estas representa-
ciones para decir que las funciones no son iguales, sin brindar un contraejemplo:
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Para la parte a) se puede observar si el/la estudiante:
» Afirma que definen la misma funcién porque aplica una propiedad incorrecta.

» Grafica ambas funciones —a mano o con tecnologia— y utiliza estas representa-
ciones para decir que las funciones no son iguales, sin brindar un contraejemplo:

» Dice que no definen la misma funcién mostrando que, para algtn valor de la
variable independiente, las imdgenes a través de cada férmula son diferentes.
Por ejemplo, establece que como f(2) =2 . 3" =18 y 2(2) = 6’ = 36, entonces
las funciones son diferentes. El/la estudiante, en este caso, estd poniendo en
juego de manera implicita que si dos férmulas definen la misma funcién, en-
tonces la imagen de un valor cualquiera de la variable tiene que ser la misma a
través de cada una de ellas.

Para la parte b) se puede observar si el/la estudiante:

» Grafica la funcién —a mano o con tecnologfa— y afirma que si corta al eje de
abscisas.

» Grafica la funcién —a mano o con tecnologia— y afirma que no corta al eje de
abscisas. Tanto en este caso como en el anterior, se trata de un/a alumno/a que
responde desde una apreciacién visual.

» Analiza que 3" # 0 0 que 3" > 0 para todo valor posible de x, por lo que
2.3 %0023 >0 para todo valor de x. Luego, afirma que la grifica de
la funcién no interseca al eje de abscisas debido a que el conjunto imagen
no incluye a cero.
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Funcion logaritmica

Situacion 1. Ecuaciones que requieren del empleo de logaritmos

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante reconoce la funcién logarit-
mica como inversa de la exponencial, como herramienta para resolver una ecuacion.

Sin usar un programa graficador, resolvé la ecuacién 37 = 18.

Se puede observar si el/la estudiante:
» Confunde el exponente con un producto y afirma que x = -6.

» Intenta hallar el valor de x por aproximacién, primero encontrando que
-3 < x < -2 y luego determinando que -2,7 < x < -2,6. Da como solucién
alguno de esos valores.

» Aplica la definicién de logaritmo obteniendo —x = log, 18 = x = —log,18. Puede
dar una aproximacién racional de ese valor o reconocer que la expresién halla-
da es la manera exacta de representar la solucién.

» Aplica logaritmos a ambos miembros y luego realiza transformaciones por me-

dio de propiedades, obteniendo una expresién correcta, como, por ejemplo:
—1I8, x = log, L, etc. Puede dar una aproximacién racional de
ese valor o reconocer que la expresién hallada es la manera exacta de represen-

X = —log3 18, x =

tar la solucién.

Situacion 2. Dominio de funciones logaritmicas

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante dispone de las propiedades
de los logaritmos vinculadas al dominio de cada expresion.

Decidi si las férmulas f'(x) = In(x - 1)* y g(x) = 2In(x - 1) definen la misma
funcién.

Se puede observar si el/la estudiante:

» Afirma que definen la misma funcién porque prueba para algunos valores de la
variable y obtiene los mismos resultados.

» Afirma que no definen la misma funcién porque prueba para algunos valores
de la variable y en una de las f6rmulas no obtiene una imagen, aunque sin ac-
ceder a las razones de por qué ocurre esto.
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» Grafica ambas funciones —a mano o con tecnologia— y utiliza estas representa-
ciones para decir que las férmulas no definen la misma funcién.

T4 3 2 a1 0N 1 L 3 4 5 60 4 3 2 1o 1 L 3 4 5 6
= =t
Y g

Luego podria intentar explicar por qué los grificos son distintos entre si, con
o sin éxito.

» Dice que definen la misma funcién a partir de mostrar que se aplicé una propie-
dad del logaritmo, sin tener en cuenta el dominio de cada una de las funciones.

» Dice que no definen la misma funcién, mostrando que se aplicé una propie-
dad del logaritmo y hallando los dominios de cada funcién para mostrar que
no coinciden.

Funciones trigonométricas

Situacion 1. Angulos dados su seno y coseno

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante reconoce las relaciones
entre el seno y el coseno de un mismo dngulo, si logra determinar en qué cuadrante
estd un dngulo en funcién de los signos de su seno y coseno, y si puede hallar los
dngulos cuyo seno y coseno tienen un valor determinado.

Hallg, si existen, los valores de x € [0; 27t]para los cuales se verifica cada una de
las siguientes condiciones.

a) sen(x) = % y cos(x) = - ‘/%

b) sen(x) = -1y cos(x) = 1

Para la parte a) se puede observar si el/la estudiante:

» Considera solo la primera condicién y una solucién en el primer cuadrante,

indicando que S = {%} El/la estudiante se apoya en el repertorio memorizado

de dngulos, senos y cosenos o lo obtiene mediante una calculadora.
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»

»

Reconoce que el dngulo de referencia tiene una amplitud de ==

dngulos en cada uno de los cuadrantes vinculados con él, aunque sin tener en

y halla los

cuenta los signos del seno y coseno para cada uno de ellos. El conjunto solu-
cién propuesto en este caso es S = {%, 37“; 57”; %}
Halla todas las soluciones que corresponden a una condicién o la otra, indi-

cando que el conjunto solucién es S = {%, 37”; 57”} Su trabajo seguramente
se acompafa de una circunferencia trigonomeétrica con los dngulos sefialados

sobre ella, como en el siguiente diagrama:
A

Determina que si el seno de un dngulo es positivo y su coseno negativo, enton-
ces se trata de un dngulo del segundo cuadrante. Luego relaciona los valores
absolutos del seno y coseno con los correspondientes al dngulo de amplitud -

y lo utiliza para calcular la solucién como = - % = 37” .

Para la parte b) se puede observar si el/la estudiante:

Halla todas las soluciones que corresponden a una condicién o la otra, indi-

cando que el conjunto solucién es S = {0; 34—“; 271}. No anticipa si los valores

dados son posibles para el seno y el coseno de un mismo dngulo. Su trabajo se-
guramente se acompana de una circunferencia trigonométrica con los dngulos
senalados sobre ella, como en el siguiente diagrama:

A

x
n
(=}

A
Y

2n

b3
]

» Anticipa que los valores dados no pueden corresponder al seno y al coseno de

un mismo dngulo porque cuando el valor de uno de los dos es 0, el valor del
otro es 1 o -1. Posiblemente se apoye en los puntos que representan estas situa-
ciones en la circunferencia trigonométrica y/o lo verifique mediante la relacién
sen’x + cos’x= (1) + 12 =2 = 1 y, por lo tanto, su conjunto solucién es S = @.
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Situacion 2. Imagen y conjunto de ceros de una funcion trigonométrica

La siguiente situacién permite evaluar si el/la estudiante puede hallar la imagen de
una funcién que ha sido desplazada verticalmente respecto de g(x) = cos x, si reco-
noce que una manera de determinar el conjunto de ceros de una funcién consiste en
resolver la ecuacién f(x) = 0, y si logra resolver una ecuacién trigonométrica en R.

Para la funcién f: R>R / f(x) = cos (%x) - %:

a) determind su imagen;

b) halld su conjunto de ceros.

Para la parte a) se puede observar si el/la estudiante:

» Responde que la imagen es el intervalo [-1; 1], sin tener en cuenta los despla-
zamientos de este grafico respecto del de la funcién g(x) = cos x.

» Intenta hacer un gréfico aproximado de la funcidn, incorrecto, pero lo utiliza
de manera coherente para hallar la imagen de la funcién graficada.

» Analiza que la imagen de la funcién g(x) = cos x es el intervalo [-1; 1], y
que coincide con la imagen de la funcién A(x) = cos (%x) Esto se debe a
que la grifica de 4 solo tiene modificado su periodo respecto de la gréfica
de g, por lo que su imagen no cambia. Finalmente, considera que la gréfica

de la funcién f(x) = cos (ix) - % estd desplazada % unidad en el sentido

4
negativo de las ordenadas, lo cual afecta a la imagen. Obtiene que los valo-
. 7. 1 _ 2 1 _ 1 1
res minimos y maximos son -1 - —- = - R 1 - 5~ = -, respectivamente,

g g _3.1
y, por lo tanto, la imagen es el intervalo [ S5 ]
Para la parte b) se puede observar si el/la estudiante:

» Reconoce la necesidad de resolver la ecuacién cos (%x) - % = 0, pero no logra

hallar sus soluciones. Puede dejarla sin resolver, resolverla de manera incom-
pleta, o cometer algin error en el proceso.

» Plantea la ecuacion cos (%x) - % = 0 y halla de manera incorrecta los valores

de x en el intervalo [0; 27] cuyo coseno es % Determina que el conjunto de
. 5% o [T . LA
ceroses{3 ,ﬂoblen{?) +k Zﬂ,kEZ}U{a +t Zn,tEZ}.

» Plantea la ecuacién cos (%x) - % = 0 y halla los valores de %x en el intervalo

c 1 ; M W 4T, _ 5T : 1
[0; 2] cuyo coseno es > Obtiene que X =7 0% ="y apartir de alli,
x =4 0x=2% Determina luego que el conjunto de ceros es {%, 23—0} o bien

{% +8k,/eEZ}U{%+ 81, r € 7.
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Para el desarrollo del eje Geometria y medida se han tomado como base los contenidos de
geometria trabajados en el Ciclo Bdsico.

En el caso de la construccién del teorema de Thales y de la definicién de razones trigo-
nométricas se han tomado como base los conocimientos referidos a semejanza. En este
tltimo caso, se parte de considerar las constantes de proporcionalidad entre las longitudes
de los lados de tridngulos semejantes y, por lo tanto, los cocientes invariables entre pares
de lados homdlogos.

En el caso del estudio de dngulos y figuras inscriptas en circunferencias, se considera un
recorrido de generalizacién a partir del estudio de casos particulares, empleando conoci-
mientos vinculados a las propiedades de los tridngulos.

Para estas progresiones se han considerado tres subejes:
* Semejanza de tridngulos y teorema de Thales
* Trigonometria
e Posiciones relativas entre una recta y una circunferencia, y dngulos inscriptos
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Semejanza de triangulos y teorema
de Thales

Esta progresion se basa en la resolucién de problemas de reinversién del teorema de Thales
y de la semejanza de tridngulos, desde aquellos donde la aplicacién es directa a otros donde
es necesario producir modelos mediante representaciones geométricas y trazar elementos
auxiliares.
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Semejanza de triangulos y teorema de Thales

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Criterios de semejanza de tridngulos. Emplea el teorema de Thales para resolver
problemas que se presentan modelizados mediante
rectas paralelas y transversales y/o tridngulos
semejantes.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Se quiere construir una rampa de 20 m de
longitud de acceso a un edificio, con una
base de 18 m desde que comienza a elevar-
se hasta que termina, en donde se coloca- ‘
rd un parante perpendicular al suelo para !
sostenerla. Para su fabricacién se utiliza-
ran dos tablones alineados, uno de 12 m y
' otro de 8 m de longitud, y se colocard un !
tabique de refuerzo perpendicular al suelo
que sostenga la unién de los tablones, co-
mo muestra el dibujo.

é puerta

A qué distancia del comienzo de la rampa
se deberd colocar el tabique de refuerzo?

El/la estudiante reconoce que en el dibujo el
tabique de refuerzo y el parante final son para-
lelos, y que la rampa y el piso son transversales
a ellos, formando una figura en la que se puede
aplicar el teorema de Thales. Luego, median-
te el teorema, calcula la longitud del segmento
que representa la porcion del piso correspon-
diente al segmento que representa al tablén de
12 m. Para finalizar, identifica que la longitud
calculada es la distancia a la que debe colocarse
el tabique de refuerzo.

El ejemplo continiia en pdgina 122.
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= Modelizacion de problemas que se pueden resolver me-
diante el teorema de Thales y/o la semejanza de triangulos

= Semejanza de triangulos

= Teorema de Thales

Ciclo Orientado

Modeliza problemas mediante rectas paralelas
transversales y/o tridngulos semejantes, y emplea
teorema de Thales para resolverlos.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Se quiere construir una rampa de 20 m de
i longitud de acceso a un edificio con una
i base de 18 m desde que comienza a elevar- !
! se hasta que termina, en donde se coloca-
rd un parante perpendicular al suelo para
© sostenerla. Para su fabricacién se utilizardn :
' dos tablones alineados, uno de 12 m y otro
de 8 m de longitud, y se colocard un tabi-
©que de refuerzo perpendicular al suelo que
. sostenga la unién de los tablones.

A qué distancia del comienzo de la rampa
se deberd colocar el tabique de refuerzo?

El/la estudiante produce un esquema como el
del dibujo de abajo y reconoce que el tabique
de refuerzo y el parante final son paralelos, y
que la rampa y el piso son transversales a ellos,
formando una figura en la que puede apli-
carse el teorema de Thales. Luego, median-
te el teorema, calcula la longitud del segmen-
to que pertenece a la transversal que representa
al piso correspondiente al segmento de la otra
transversal que representa al tablén de 12 m.
Para finalizar, identifica que la longitud calcu-
lada es la distancia a la que debe colocarse el
tabique de refuerzo.

El ejemplo contintia en pdgina 123.

y
el

Emplea el teorema de Thales y/o la semejanza para

resolver problemas en los que es necesario trazar
elementos auxiliares (rectas paralelas y transversales).

Por ejemplo, para resolver este problema:

Sin usar la regla para medir, marci un
punto C sobre el segmento AB de mane-
ra que la longitud de AC sea el doble de la
longitud de CB.

El/la estudiante reconoce que una manera de
marcar el punto C es dividiendo al segmento
AB en tres partes iguales. Para realizarlo, a par-
tir del punto A y de manera no coincidente
con AB, traza un segmento AD repitiendo tres
veces una medida arbitraria, lo que le asegura
que quede dividido en tres partes iguales (AE,
EF y FD).

A B

Luego une el extremo D del nuevo segmento
con el punto B mediante otro segmento (DB)
y traza rectas paralelas a este dltimo segmen-
to que pasan por los puntos equidistantes (E

y F).

El ejemplo continiia en pdgina 123.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Continiia el ejemplo de pagina 120.

También podria identificar que, en el dibujo,
la rampa, el parante y el piso forman un tridn-
gulo rectdngulo semejante al que forman el ta-
blén de 12 m, el tabique y la porcién del pi-
so que va desde el comienzo de la rampa hasta
el tabique. Luego, a partir de esta relacién, po-
dria hallar la razén de semejanza y calcular la

longitud pedida.
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 121.

También podria identificar que, en el esque-
ma, la rampa, el parante y el piso forman un
tridngulo rectdngulo semejante al que forman
el tablén de 12 m, el tabique y la porcién del
piso que va desde el comienzo de la rampa
hasta el tabique. Luego, a partir de esta rela-
cién, podria hallar la razén de semejanza y cal-
cular la longitud pedida.

Continiia el ejemplo de pdgina 121.

Para finalizar, marca los puntos de intersec-
cién entre las rectas y el segmento AB (P y
C) y, apelando al teorema de Thales, funda-
menta que estos puntos dividen a AB en tres
segmentos congruentes, por lo que la medi-
da del segmento AC es el doble de la del seg-
mento CB.
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Trigonometria

En este apartado se presentan las razones trigonométricas en tridngulos rectdngulos y los
teoremas del seno y coseno. Se considera su utilizacién para la modelizacién y la resolucién
de problemas situados en contextos extramatemdticos.

Los temas “Circunferencia trigonométrica” y “Extensién del seno, coseno y tangente a
cualquier tipo de dngulo” fueron abordados en la grilla de Funciones trigonométricas
correspondiente al eje Funciones y dlgebra. De esta manera, se relacionan las funciones tri-
gonométricas con las razones trigonométricas, unas como generalizacién de las otras.
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Trigonometria

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Halla el seno, el coseno y la tangente de un dngulo
a como el cociente de los lados de un tridngulo rec-
tingulo en el que a es uno de sus dngulos y se co-
nocen, al menos, las longitudes de dos de sus lados.

Por ejemplo, en la siguiente situacién:

C

5 cm

4 cm

El/la estudiante afirma que el seno del dngu-
lo B es 2 porque es el cociente entre el cateto
opuesto a {3 y la hipotenusa del tridngulo rec-
tiangulo.

Resolucién de ecuaciones. Emplea las razones trigonométricas para hallar la
medida de los lados y de los dngulos de tridngulos

Teorema de Pitdgoras. ,
recténgulos.

Redondeo y aproximaciones decimales.

Por ejemplo, para hallar la medida del lado
BC del siguiente tridngulo:

El ejemplo contintia en pdgina 128.
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= Razones trigonométricas = Modelizacion de problemas que se pueden resolver me-

diante triangulos y el uso de trigonometria
= Teoremas del seno y del coseno

Ciclo Orientado

Reconoce que el seno, el coseno y la tangente de Reconoce que el seno, el coseno y la tangente de
un dngulo « son los cocientes de los lados de un un dngulo « son las razones entre los lados de to-
tridngulo rectdngulo en el que o es uno de sus 4n- dos los tridngulos rectangulos en los que « es uno
gulos. de sus dngulos.

Por ejemplo, para resolver este problema: Por ejemplo, al resolver este problema:

Sin usar el transportador’ construi un an- E Sin usar transportador, construi dos tridn- E
gulo o, de manera que sen ()= 2. i gulos rectdngulos distintos, ambos conel !
—————————————————————————————————————————————————— . mismo dngulo «, que cumpla que :

El/la estudiante construye en primer lugar un
tridngulo rectdngulo con un cateto de 3 cmy  teeoeeoieooio T
la hipotenusa de 5 cm de longitud. Luego lla-
ma o al dngulo opuesto al cateto de 3 cm y
afirma que el seno de ese dngulo es 3 porque
es la razén entre el cateto opuesto a ese dngulo
y la hipotenusa del tridngulo rectdngulo.

El/la estudiante construye en primer lugar un
tridngulo rectingulo con un cateto de 3 cm y
la hipotenusa de 5 cm de longitud. Luego lla-
ma o al dngulo opuesto al cateto de 3 cm y
afirma que el seno de ese dngulo es 3 porque
es la razén entre el cateto opuesto a ese dngulo
y la hipotenusa del tridngulo rectdngulo.

A continuacién, realiza el mismo proce-
dimiento, pero con un cateto de 6 cm y la
hipotenusa de 10 cm de longitud. Llama o
al dngulo opuesto al cateto de 6 cm vy afir-
ma que se trata del mismo dngulo que en el
tridngulo anterior porque la razén entre el ca-
teto y la hipotenusa sigue siendo %, que es el
seno del dngulo a.

Emplea las razones trigonométricas para hallar la Identifica si es posible utilizar el teorema del seno
medida de los lados y de los dngulos de tridngulos o el teorema del coseno, y los emplea para hallar la
que no son rectingulos, utilizando tridngulos rec- longitud de los lados y la amplitud de los dngulos
tdngulos auxiliares. de tridngulos que no son rectdngulos.
Por ejemplo, para hallar la medida del lado Por ejemplo, para hallar la medida del dngulo
BC del siguiente tridngulo: ACB del siguiente tridngulo:
El ejemplo contintia en pdgina 129. El ejemplo contintia en pdgina 129.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 126.

A

16 cm

60°
B C

El/la estudiante analiza los datos presentes
en la figura y reconoce que a partir de ellos
es posible hallar la medida del lado BC em-
pleando el seno: son conocidas las medidas
del dngulo B y del cateto opuesto a él (el la-
do AC), mientras que el lado BC es la hipo-
tenusa del tridngulo. Luego plantea la rela-

cién sen (AEC) = :g: , reemplaza los datos
conocidos y calcula la longitud de BC.

Emplea las razones trigonométricas para resolver
problemas que se presentan modelizados median-
te tridngulos rectdngulos.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Se quiere instalar un poste de luz de ma-
nera perpendicular al piso y sujetado por
dos cables de acero, uno a cada lado del
poste, como se muestra en el dibujo.

El problema continiia en pdgina 130.
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 127.

A
6 cm
B ]
q
C

El/la estudiante traza un segmento perpendi-
cular al segmento BC de manera que uno de
sus extremos sea el punto A y el otro extremo
pertenezca al lado BC, obteniendo dos tridn-

gulos rectangulos: BPA y CPA.

A
6 cm
B <]
L
Y
C

Luego, a partir de la longitud del segmen-
to BA y de la amplitud del d4ngulo B, halla las
medidas de los segmentos BP y PA empleando
las razones trigonométricas. A continuacién, a
partir de la longitud del segmento PA y de la
amplitud del dngulo C, y usando también las
razones trigonométricas, halla la medida del
segmento PC. Para finalizar, obtiene la longi-
tud del segmento BC sumando las medidas de
los segmentos BP y PC.

Contindia el ejemplo de pdgina 127.

A

6cm

7 cm

C

El/la estudiante analiza los datos presentes en
la figura y reconoce que es posible aplicar el
teorema del coseno, debido a que se conoce la
medida de los tres lados del tridngulo. Luego
utiliza el teorema para calcularlo.

Modeliza problemas mediante tridngulos que no
son rectdngulos y los resuelve empleando los teore-
mas del seno y del coseno.

Modeliza problemas mediante tridngulos recténgu-
los y emplea las razones trigonométricas para resol-
verlos.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Por ejemplo, para resolver este problema:

Un camionero debe transportar una carga
i desde la ciudad de Las Canas hasta la ciu- !
' dad de Los Arboles. '

Se quiere instalar un poste de luz de mane-
© ra perpendicular al piso y sujetado por dos !
i cables de acero, uno a cada lado del poste.

El problema continiia en pdgina 131. El problema contintia en pdgina 131.
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Ciclo Orientado

22 I T

Contintia el problema de pdgina 128.

Sabiendo que el poste mide 16 m de altoy |
. que los cables deben estar sujetados al piso
: formando un dngulo de 60° con él, calculd
| cudntos metros de cable son necesarios pa- |
ra realizar la instalacidn. '

El/la estudiante reconoce que, en el dibujo,
el poste, el piso y los cables forman dos tridn-
gulos rectdngulos congruentes. Luego estable-
ce que el poste se corresponde con el cateto
opuesto al dngulo que forma cada uno de los
cables con el piso y que los cables se corres-
ponden con las hipotenusas. A partir de estas
relaciones emplea el seno del dngulo para ha-
llar la medida de uno de los cables.

Por Gltimo, duplica esa medida para calcular la
cantidad total de metros de cable de acero que
hace falta para instalar el poste.
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Ciclo Orientado

Contintia el problema de pdgina 129.

Sabiendo que el poste mide 16 m de alto y
i que los cables deben estar sujetados al piso
. formando un dngulo de 60° con él, calculd
cudntos metros de cable son necesarios pa-
. ra realizar la instalacién.

El/la estudiante produce un esquema como el
del dibujo de abajo y reconoce que el poste, el
piso y los cables forman dos tridngulos rectdn-
gulos congruentes.

Luego establece que el poste se corresponde
con el cateto opuesto al dngulo que forman los
cables con el piso, y que los cables se corres-
ponden con las hipotenusas. A partir de estas
relaciones, emplea el seno del dngulo para ha-
llar la medida de uno de los cables.

Por dltimo, duplica esa medida para calcular la
cantidad total de metros de cable de acero que
hace falta para instalar el poste.

Contindia el problema de pdgina 129.

Como no existe un camino que conecte di-
rectamente las dos ciudades, decide utilizar
dos tramos de ruta rectos que unen ambas
ciudades con la ciudad de Los Juncos. El
tramo que une Las Canas con Los Juncos
tiene una longitud de 30 km. El tramo que
une Los Juncos con Los Arboles tiene una
longitud de 25 km y forma un dngulo de
110° con el otro tramo. ;Cudntos kiléme-
tros se ahorrarfa el camionero si construye-
ran una ruta que conectara Las Canas y Los
Arboles en linea recta?

El/la estudiante realiza un esquema como el si-
guiente y emplea el teorema del coseno para
hallar el lado del tridngulo que se correspon-
de con la ruta que irfa en linea recta desde Las
Canas a Los Arboles.

Las Cafias

Luego calcula la diferencia entre la distancia
recorrida pasando por Los Juncos y la que re-
correrfa si utilizara una ruta directa.
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Posiciones relativas entre una recta y una
circunferencia, y angulos inscriptos

Los conocimientos desarrollados sobre tridngulos y cuadrildteros constituyen una base para
el desarrollo de propiedades de rectas tangentes a una circunferencia, dngulos inscriptos y
centrales en una circunferencia. Todas estas relaciones pueden ser validadas trabajando y
poniendo en juego de manera simultdnea los contenidos mencionados.
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Posiciones relativas entre una recta y una circunferencia,
y angulos inscriptos

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Los tridngulos que tienen dos de sus vértices sobre Reconoce que si una recta es tangente a una circun-
una circunferencia y el restante en su centro son ferencia, forma un dngulo recto con el radio que
isésceles. corresponde al punto de tangencia, y viceversa.

Por ejemplo, al resolver el siguiente problema:

:Es posible trazar una circunferencia con
centro en O que sea tangente a la recta r
en el punto P?

El/la estudiante afirma que no es posible por-
que el segmento OP deberia ser radio de esa cir-
cunferencia y perpendicular a la recta 7, y de
manera empirica percibe que esta tltima condi-
cién no se cumple.

O bien, al resolver este problema:

En la figura, las rectas que contienen a los
segmentos BD y BE son tangentes a las
circunferencias.

D

El ejemplo contintia en pdgina 136.
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= Rectas tangentes a una circunferencia = Figuras inscriptas en una circunferencia

= Angulos inscriptos y angulos centrales en una circunferencia

Ciclo Orientado

Realiza construcciones que incluyen rectas y cir- Realiza construcciones que incluyen rectas y cir-
cunferencias tangentes en situaciones en las que no cunferencias tangentes en situaciones en las que es
se requiere de la utilizacién de figuras auxiliares. necesaria la utilizacién de figuras auxiliares.

Por ejemplo, en el siguiente problema: Por ejemplo, en el siguiente problema':

Traz4 una recta tangente a la circunferen- Trazd una recta que contenga al punto Py

que sea tangente a la circunferencia de cen-

tro O.

cia ¢ que sea paralela a la recta r.

El/la estudiante realiza una figura de anilisis
marcando de manera estimada un punto de
tangencia Q sobre la circunferencia y reconoce
que el dngulo PQO debe ser recto, por lo que
los puntos O, Py Q forman un tridngulo rec-
tdngulo.

El/la estudiante traza la recta perpendicular
a la recta 7 que contiene al punto O y mar-
ca uno de sus puntos de interseccién con la
circunferencia (Q) para determinar un punto
de tangencia. Luego traza la recta paralela a »
que contiene al punto hallado y afirma que
esa recta es tangente a la circunferencia por-
que, al ser paralela a la recta 7, es perpendicu-
lar al radio OQ y contiene al punto Q (que
es el extremo del radio que pertenece a la cir-
cunferencia).

El ejemplo contintia en pdgina 137.

\ 4

1 Este problema (incluido en una secuencia did4ctica), su resolucién y un andlisis diddctico enmarcado en una propuesta de ense-
fianza se encuentra en Cappelletti, G. (coord.) (2008) Matemiditica geometria. Buenos Aires: Ministerio de Educacién - Gobierno
de la Ciudad de Buenos Aires.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 134.

El/la estudiante reconoce que los dngulos
ADB y BEA son rectos debido a que las rectas
que contienen a los segmentos BD y BE son
tangentes a la circunferencia y que, por lo tan-
to, sus medidas suman 180°. Luego establece
que junto con las medidas de & y de B deben
sumar 360°, ya que se trata de los dngulos in-
teriores de un cuadrildtero, para concluir que
|a| + [B] = 180° y responder afirmativamente
la pregunta.
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Ciclo Orientado

Contintia el ejemplo de pdgina 135.

Luego traza una circunferencia de didmetro
OP y marca el punto Q como una de las inter-
secciones entre ambas circunferencias. Para fi-
nalizar, afirma que el dngulo PQO que queda
determinado es recto, por ser un dngulo ins-
cripto en una semicircunferencia.

Q
2

=

También podria construir el tridngulo PQO
<« b2 .

afuera” de la figura, considerando que se tra-
ta de un tridngulo rectdngulo del que se cono-
ce la medida de su hipotenusa OP y de uno de
sus catetos OQ.

O

A continuacién, traslada la medida del cateto
PQ trazando una circunferencia con centro en
P, y determina el punto Q como la intersec-
cién entre ambas circunferencias. Para finali-
zar, traza la recta PQ.

Q
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Halla la medida de dngulos en figuras que incluyen
circunferencias mediante el andlisis de las propie-
dades de tridngulos.

Por ejemplo, para resolver el siguiente proble-
ma:

En la figura, el punto C pertenece a la cir-
! cunferencia de centro A y BD es uno de

i sus didmetros. Ademds, se sabe que

. |CAB| = 60°. Hall4 la medida del dngu-

- lo CDB.

El/la estudiante reconoce que el tridngulo
DAC es isosceles (debido a que los lados AD y
AC son congruentes entre si por ser radios de
la circunferencia) y que, por lo tanto, la medi-
da de los dngulos ADC y ACD es la misma.
Luego halla [DAC] = 120°como el suplemento
del dngulo CAB. Para finalizar determina que
|CDB| = |[DCA| = 30°, utilizando la propie-
dad de la suma de los dngulos interiores de un

triangulo: [IDAC| + |CDA| + [IDCA| = 180°.

139 Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Orientado | Matematica



Ciclo Orientado

Establece y fundamenta la relacién entre la medida de
dos dngulos en figuras que incluyen circunferencias
mediante el andlisis de las propiedades de tridngulos.

Establece y fundamenta la relacién entre la medi-
da de dos dngulos en figuras que incluyen circunfe-
rencias, sobre la base de identificar relaciones entre

Por ejemplo, para resolver este problema:

En la figura, el punto C pertenece a la cir-
! cunferencia de centro A y BD es uno de
i sus didmetros. ;Es cierto que la medida |
. del d4ngulo CDB es la mitad que la del 4n-
gulo CAB? :

El/la estudiante reconoce que el tridngulo
DAC es isésceles (debido a que los lados AD y
AC son congruentes entre si por ser radios de

la circunferencia) y que, por lo tanto, la medi-
da de los dngulos ADC y ACD es la misma.
Luego establece que

IDAC|+|CAB|=180°=|DAC| +|ADC] +|ACD|

en un caso por ser dngulos adyacentes y, en
el otro, por ser los dngulos interiores de un
tridngulo. De esta igualdad concluye que

|CAB| = |[ADC| + |ACD| = 2 - |CDB|
y responde afirmativamente a la pregunta.
También podria determinar que
|CAB| = |ADC] + |ACD|

aplicando la propiedad de los dngulos exterio-
res en el tridngulo CAD, reconociendo que
CAB es uno de ellos.

La fila continiia en pdgina 141.

dngulos inscriptos y centrales.

Por ejemplo, para resolver este problema:

i Los puntos A, B, C y D pertenecen a la |
i circunferencia de centro O. ;Es cierto que !
i A y C son suplementarios? '

@

El/la estudiante reconoce en primer lugar que
tanto A como C son dngulos inscriptos de una
circunferencia. A partir de esta consideracion,
traza los segmentos OD y OB para marcar los
dngulos centrales correspondientes.

/a’

Luego afirma que es cierto que Ay Cson su-
plementarios. Fundamenta que sus medidas
suman 180° debido a que la amplitud de ca-
da uno de ellos es la mitad de cada una de las
amplitudes de sus dngulos centrales correspon-
dientes, que suman 360°.
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Ciclo Basico

Ciclo Orientado
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Ciclo Orientado

Contintia la fila de pdgina 139.

Halla la medida de dngulos en figuras que incluyen
circunferencias, estableciendo relaciones entre sus
medidas segtin sean inscriptos o centrales.

Por ejemplo, para resolver este problema:

Los puntos A, B, C y D pertenecen a la
i circunferencia de centro O. Halld la me-

' dida de C. :

El/la estudiante reconoce en primer lugar que
tanto A como C son 4ngulos inscriptos de una
circunferencia. A partir de esta consideracién,
traza el dngulo central céncavo DOB corres-
pondiente a A, e indica que su amplitud es de
220°, el doble de la del dngulo A.

YN
N
N

B

Luego reconoce que C se corresponde con el
dngulo central convexo DOB y que, por lo
tanto, su amplitud es la mitad. En consecuen-
cia, halla la medida del 4ngulo central convexo
DOB (140°) a partir de que suma 360° con el

céncavo, y concluye que |é| =70°.
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Actividades para relevar los aprendizajes

Los ejemplos de problemas que se incluyen a continuacién podrian ser ttiles a la hora de
recabar informacién sobre el estado de conocimientos de los/as estudiantes en relacién
con el eje Geometria y medida.

Semejanza de triangulos y teorema de Thales

Situacion. Determinacion de las longitudes de los lados y de las areas de triangulos
semejantes

En el siguiente problema, resulta necesario determinar la constante de proporcio-
nalidad entre la longitud de los lados de ambos tridngulos para poder establecer
relaciones entre otras medidas.

En la figura, [AB| = 6 cm, |BR| = 12 cm, [AC| = 5 cm, y los segmentos BC y
RN son paralelos. Halld el drea del tridngulo ARN sabiendo que el drea del
tridngulo ABC es de 10,5 cm?.

Esta es una figura de andlisis, no
respeta las medidas del problema.

6cm B 12 cm
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Para este problema, se puede observar si el/la estudiante:

»

Sin reconocer que los tridngulos son semejantes, afirma que el 4rea del tridngu-
lo ARN es 45 cm? por ser el triple del drea del tridngulo ABC. Reconoce que
la longitud de AR es el triple que la de AB pero lo asocia de manera incorrecta
con la relacidn entre sus dreas.

Afirma que el drea del tridngulo ARN es 45 cm? por ser el triple del drea del
tridngulo ABC. Reconoce que los tridngulos son semejantes y que, como la
longitud de AR es el triple que la de AB, la razén de semejanza es 3, pero lo
asocia de manera incorrecta con la relacién entre sus dreas.

Traza la altura de cada uno de los tridngulos (correspondientes a los lados AB
y AR), emplea el teorema de Thales y relaciones de semejanza para hallar la
medida de la altura de AARN a partir de la medida de la altura de AABC, y
calcula el drea pedida. Por ejemplo, al trazar ambas alturas reconoce que que-
dan determinados dos tridngulos rectdngulos semejantes y que podria hallar la
altura del tridngulo ARN a partir de la altura del tridngulo ABC si conociera
su medida y la razén de semejanza.

6 cm B 12 cm

Entonces, halla la medida de la altura del tridngulo ABC (3,5 cm) a partir de la
medida de su drea y de su base, y calcula la longitud de CN (10 cm) empleando
el teorema de Thales con los segmentos AC, AB y BR, debido a que BC y RN son
paralelos. Posteriormente, determina que, como [AC| = 5 cm y [AN| = 15 cm, la

razén de semejanza es 3, y utiliza esta tltima para calcular la altura del tridngulo

ARN (10,5 cm). Para finalizar, halla su drea: M = 94,5 cm?.

Traza la altura de cada uno de los tridngulos (correspondientes a los lados AB
y AR), emplea relaciones de semejanza para hallar la longitud de la altura de
AARN a partir de la longitud de la altura de AABC, y calcula el drea pedida.
Por ejemplo, al trazar ambas alturas reconoce que quedan determinados dos
tridngulos rectdngulos semejantes y que podria hallar la altura del tridngulo
ARN a partir de la de la altura del tridngulo ABC si conociera su medida y la
razén de semejanza.
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Halla entonces la medida de la altura del tridngulo ABC (3,5 cm) a partir de
la medida de su drea y de su base, y calcula la longitud de AN (15 cm), identi-
ficando que los tridngulos ABC y ARN son semejantes entre si porque tienen
los mismos dngulos (comparten el dngulo con vértice en A y tanto los dngulos
ABC y ARN como los dngulos ACB y ANR son correspondientes entre para-
lelas) y que su razén de semejanza es 3. Luego, calcula la medida de la altura
de AARN (10,5 cm) como el triple de la de AABC. Por ltimo, la utiliza para

calcular el 4rea: M =94,5 cm?.

» Traza la altura de cada uno de los tridngulos (correspondientes a los lados AB
y AR) y halla el 4rea analizando la variacién de la medida de sus lados y de su
altura. Por ejemplo, reconoce que tanto los tridngulos rectdngulos que quedan
determinados por las alturas como los tridngulos ABC y ARN son semejantes
entre si con la misma razén de semejanza (7 = 3). El/la alumno/a podria plan-
tear las férmulas de las 4reas y analizar que el 4rea del tridngulo ARN se puede
obtener multiplicando el drea del tridngulo ABC por 9:

AR5, _3-[ABl3-h, _ o [ABI-4

5 > 5 =9.10,5 cm? = 94,5 cm?

Trigonometria

Situacion 1. Resolucion de triangulos
Al resolver este problema, serd necesario que los/as estudiantes consideren las con-

diciones que permiten utilizar las razones trigonométricas y/o el teorema del seno
y evaltien si se cumplen en la figura, analizando sus caracteristicas y propiedades.

Halld la longitud del lado BC del tridngulo.

Esta es una figura de andlisis, no

respeta las medidas del problema.

36° 60°
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Para este problema, se puede observar si el/la estudiante:

»

Utiliza el seno de manera incorrecta debido a que no considera que solo es
posible emplearlo en tridngulos rectingulos. Por ejemplo, plantea la relacién

sen(36°) = @ y resuelve.

cm
Utiliza las razones trigonométricas de manera correcta, para lo cual debe trazar
elementos auxiliares. Por ejemplo, traza un segmento BD perpendicular a AC, de
manera que queden formados dos tridngulos rectingulos.

B

36° @
u 60
D C

Luego calcula l_alongitud de BD empleando el seno de 36°. Por tltimo, halla la me-
dida del lado BC empleando nuevamente el seno, pero planteando la relacién entre
el dngulo de 60°, el lado BCy lalongitud del segmento BD calculada anteriormente.

Emplea el teorema del seno considerando que se conoce la longitud del lado BC y la

amplitud del dngulo opuesto y, ademds, la amplitud del dngulo opuesto al lado del

que se quiere calcular la longitud. Por ejemplo, plantea la relacién 5%*6 5= seLB(get)
y la utiliza para calcular la longitud del lado BC. o

Situacion 2. Modelizacion de situaciones usando triangulos

Para comenzar a resolver este problema los/as estudiantes deberdn interpretar la
situacién y realizar un esquema que la represente, para luego poner en juego estra-
tegias que tengan disponibles referidas a resolucién de tridngulos.

Con el propésito de transportar materiales por medio de una carretilla, se

construy6 una rampa de 6 m de longitud que alcanzaba una altura de 3 m.

Luego, para poder lograr una mayor altura, la rampa se prolongé 2 m sin
modificar su dngulo con respecto al piso.

a) ;Hasta qué altura se pueden subir los materiales por la nueva rampa?

b) Si se quiere construir otra rampa para alcanzar la misma altura que la
rampa de 8 m de longitud, pero desde otra direccién, ;cudl debe ser su
longitud si debe formar un dngulo de 60° con respecto al piso?
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Para este problema se puede observar si el/la estudiante logra modelizar la situacién
o parte de ella empleando tridngulos de manera adecuada, por ejemplo, mediante
esquemas como los siguientes.

8 m

6 m

Para el item a) se puede observar si el/la estudiante:

» Afirma que se pueden subir materiales hasta una altura de 5 m porque le suma
2 m a la altura que alcanzaba la rampa anterior, sin considerar que las longitu-
des aumentan de manera proporcional.

» Reconoce que los tridngulos que representan las rampas de 6 m y 8 m son
semejantes entre si, plantea las razones entre sus lados y halla la altura de la
nueva rampa.

8m _ altura
6m 3 m

» Reconoce que tanto el dngulo o como el seno del dngulo no cambian, por lo
que se mantiene la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa de los tridngu-
los que representan cada una de las rampas. Luego utiliza esta constante para
hallar la medida de la altura de la rampa.

~ 3m 1 altura
n =] = —— =
3¢ (O() 6 m 2 8m
A partir de reconocer las mismas propiedades, el/la alumno/a también podria
determinar que en el tridngulo que representa la primera rampa la longitud de
la hipotenusa es el doble que la del cateto opuesto, y utilizar esta relacién para

calcular la altura de la nueva rampa.

» Halla la medida del dngulo « y luego la utiliza para calcular la medida de la
altura empleando razones trigonométricas. Posiblemente, este/a alumno/a ne-
cesite operar con valores concretos, o bien no haya podido establecer que la
razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto de cada uno de los tridngulos se
conserva, sin importar la medida especifica del dngulo.

Es probable que las resoluciones del item b) estén condicionadas por las medidas
halladas en el item anterior. Se puede observar si el/la estudiante:
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»

»

»

Habiendo hallado [&| = 30°, afirma que la rampa debe medir 4 m, la mitad de
lo que mide la rampa del item anterior. Este/a alumno/a reconoce de manera
correcta que para alcanzar la misma altura con un dngulo de mayor amplitud
se necesita menor recorrido. Sin embargo, lo interpreta de manera incorrecta
como una relacién de proporcionalidad inversa. Como en este caso la ampli-
tud del dngulo es de 60°, que es el doble de 30°, entonces la rampa debe medir
la mitad.

Utiliza la medida de la altura (4 m) y la medida del 4ngulo (60°) para plantear
una ecuacién empleando el seno y hallar la medida de la rampa. Por ejemplo:
sen(60°) = 47“1 .

A partir de producir un esquema como el que se muestra y de haber calculado
|a| = 30°, determina que entre las dos rampas y el piso se forma un tridngulo
recténgulo, y utiliza la tangente de 60° o de 30° para hallar la medida de la
rampa que se solicita.

A partir de producir un esquema en el que las dos rampas y el piso forman un
tridngulo y de contar con la medida de o, utiliza el teorema del seno para hallar
la medida de la rampa que se solicita.

Angulos inscriptos y posiciones relativas entre una recta
y una circunferencia

Situacion. Construccion de rectas tangentes y analisis de angulos inscriptos
y centrales

Este problema trata de la copia de una figura, que es un tipo de actividad que los/as

alumnos/as llevan a cabo desde la escuela primaria y seguramente han realizado du-

rante el Ciclo Basico. Por este motivo, es esperable que los/as estudiantes analicen la

figura antes de comenzar la copia. En ese sentido, esta figura permite reconocer sus

propiedades desde distintas perspectivas y poniendo en juego distintos conocimien-

tos relacionados con la clasificacién y los dngulos de tridngulos, rectas tangentes a

circunferencias y dngulos inscriptos y centrales.
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Construi una figura como la siguiente en la que:

» O es centro de la circunferencia.

» A pertenece a la circunferencia.

» La recta que contiene al segmento BC es tangente a la circunferencia
en el punto B.

» O pertenece al segmento AC.

Esta es una ﬁgura de andlisis, no

respeta las medidas del problema.

Para este problema se puede observar si el/la estudiante:

» Copia la figura trasladando medidas con regla, transportador y/o compds, sin poner
en juego propiedades ni para construir ni para verificar que se cumplan las propie-
dades descritas.

» Traza los elementos de la figura sin realizar un andlisis previo y sin poner en juego
propiedades. Por ejemplo, traza una circunferencia de centro O con un radio ar-
bitrario, marca un punto A sobre ella y traza una semirrecta con origen en A que
contiene al punto O. Luego marca un dngulo de 30° con vértice en A usando el
transportador, y llama B al punto de interseccion entre uno de los lados y la cir-
cunferencia. Para finalizar, traza una recta apoyado en su percepcién de manera que
“toque” la circunferencia solamente en el punto B, y marca el punto de interseccion
entre esta recta y la semirrecta AO, el punto C.

» Traza los elementos de la figura sin realizar un andlisis previo exhaustivo, poniendo
en juego algunas propiedades. Por ejemplo, traza una circunferencia de centro O
con un radio arbitrario, marca un punto A sobre ella y traza una semirrecta con
origen en A que contiene al punto O. Luego marca un dngulo de 30° con vértice
en A usando el transportador, y llama B al punto de interseccién entre uno de los
lados y la circunferencia. Para trazar la recta tangente, marca el radio OB vy, usin-
dolo como uno de sus lados, construye un dngulo recto empleando transportador
o escuadra. Finaliza la construccién marcando el punto de interseccidn entre esta
recta y la semirrecta AO, el punto C. Podria ser que el/la alumno/a determine que
el dngulo OBC debe ser recto antes de comenzar la construccién, o que lo haga al
momento de trazar la tangente.
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» Realiza un andlisis previo de la figura y deduce algunas de sus propiedades, que
utiliza luego para realizar la construccién. Por ejemplo, realiza una figura de
andlisis que incluye al radio OB y determina que el dngulo OBC debe ser recto
debido a que la recta que contiene al segmento BC es tangente a la circunferencia.
Podria determinar también que |B6C| = 60°, ya sea como consecuencia de que es
el dngulo central correspondiente al dngulo inscripto BAC, o luego de reconocer
que el tridngulo AOB es isésceles, de completar la medida de sus dngulos interiores
y de interpretar que BOC es adyacente a AOB. Con respecto a BCO, podria
determinar que su amplitud es de 30° a partir de las restantes medidas de los
dngulos interiores del tridngulo rectdngulo OBC. Luego de obtener todas estas
medidas, podria reconocer que el tridngulo ABC es isdsceles.

Luego de realizar este andlisis y a partir de las propiedades reconocidas, el/la alum-
no/a podria llevar a cabo la construccién de diversas maneras.
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Estadisticay
probabilidades



Para estas progresiones, hemos considerado una grilla para probabilidades. No hemos in-
cluido Estadistica debido a que los contenidos no permitian construir una progresién de
aprendizajes, aunque por supuesto debe ser objeto de ensenanza.
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Probabilidades

La progresién considera espacios muestrales equiprobables o no, sucesos mutuamente
excluyentes e independientes y probabilidad condicional.
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Probabilidades

Ciclo Basico

Ciclo Orientado

Reconoce cudndo un espacio muestral es o no
es equiprobable.

Por ejemplo, para resolver un problema

como el siguiente:

Se tiran dos dados de manera simultd-
nea y se considera la suma de los pun- !

. tos de cada uno. ;Es cierto que la pro-

babilidad de obtener 7 puntos es la

' misma que la de obtener 9?

Responde que si bien 7 y 9 son dos resulta-
dos posibles, la probabilidad de obtener 7
puntos es mayor que la de obtener 9 por-
que hay mds casos en los que la suma es 7.

Calcula probabilidades por medio de la defini-
cién clésica de probabilidad, para lo cual consi-
dera espacios muestrales equiprobables.

Por ejemplo, al resolver el siguiente problema:
i Se tiran dos dados de manera simultd- !
nea y se considera la suma de los pun- |

. tos de cada uno. Calculd la probabili-
©dad de obtener 10. |

El/la estudiante considera como posibles
resultados del experimento las duplas de
puntos que se pueden conseguir a partir
del ntimero obtenido en cada dado: (15 1),
(15 2), (15 3), etc. No considera como espa-
cio muestral los valores correspondientes a
la suma de los puntos debido a que en ese
caso los resultados no son equiprobables.

Obtiene asi que la cantidad de casos tota-
les es 36, mientras que la cantidad de casos
en los que la suma es 10 es 3: (4; 6), (5; 5)
y (6; 4). A partir de estos valores, calcula la
probabilidad de que la suma sea de 10 pun-

i i .3 _ 1
tos por medio del cociente: % = 5 .
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= Definicion clasica de probabilidad. Sucesos
equiprobables.

= Sucesos mutuamente excluyentes.

= Sucesos independientes y probabilidad condicional.

Ciclo Orientado

Reconoce que dos sucesos son mutuamente ex-
cluyentes y utiliza la propiedad que afirma que
la probabilidad de la unién de dos sucesos de
este tipo es igual a la suma de las probabilida-
des de cada uno de ellos.

Por ejemplo, al resolver este problema:

i En una heladera hay helados de palito
i de diferentes gustos, todos envasados !
i de la misma manera, sin que se pueda
i ver el interior. La mitad son de aguay
i la otra mitad, de crema. Ademds, se sa-
i be que las dos terceras partes del total
i son de gustos frutales y que todos los !
i que son de agua son también de fruta.

' Si se saca un helado al azar de la he-
. ladera, ;cudl es la probabilidad de que

. sea frutal y de crema?

El/la estudiante reconoce que el suceso aso-
ciado a que el helado sea frutal y de cre-
ma es mutuamente excluyente con el suce-
so asociado a que el helado sea frutal y de
agua, y que la probabilidad de este tltimo
es % Ademids, como ambos forman el su-
ceso que representa que el helado sea frutal,
la probabilidad de este suceso l) es la suma
de las probabilidades de los otros dos. En
consecuencia, halla la probabilidad pedida

i 1 2_1_1
por medio del cdlculo 2 — 5. = 4.
También podria realizar un planteo como
el siguiente.

P(FNC) + P(ENA) = P(F)

P(ENC) + 1 =2

P(FNC) = 1

En donde P(C) es la probabilidad de que
el helado sea de crema, P(A) la probabili-
dad de que sea de agua y P(F) de que sea
frutal.

Calcula la probabilidad de la interseccién de
dos sucesos A y B, para lo cual reconoce si
son o no independientes. Utiliza la propiedad
P(ANB) = P(A) - P(B) si son independientes y
P(ANB) = P(A/B) - P(B) si no lo son.

Por ejemplo para resolver este problema:
Una instancia de un juego de azar
© consta de elegir un nimero del 1 al
i 6y tirar un dado dos veces consecu-
tivas. Para ganar esa instancia, es ne-
I cesario que salga el nimero elegido en
. alguna de las dos tiradas, pero tam-
bién que no salga en ambas simultd-
i neamente. ;Cudl es la probabilidad de
| ganar esa instancia?

El/la estudiante reconoce que, habiendo
elegido un nimero, el suceso asociado a
que salga ese nimero en la primera tirada
del dado es independiente del suceso aso-
ciado a que no salga ese nimero en la se-
gunda tirada, y viceversa. En consecuencia,
calcula la probabilidad de la interseccién de
ambos sucesos como el producto de la pro-
babilidad de cada uno: % . % = 3% Luego
halla la probabilidad de ganar mediante la
suma 2 + 2= = 2 (o multiplicando por 2)
debido a que los dos sucesos que represen-
tan los casos en los que se gana son mutua-

mente excluyentes.

O bien, para resolver este problema:

En una heladera hay helados de palito
i de diferentes gustos, todos envasados
. de la misma manera, sin que se pueda !
ver el interior. La mitad son de agua y
i su envase es de color rojo. La otra mi-
i tad son de cremay su envase es de color !

El problema continiia en pdgina 157.
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Ciclo Basico

, Ciclo Orientado
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Ciclo Orientado

Reconoce que en ocasiones es mds convenien-
te calcular probabilidades usando sucesos com-
plementarios.

Por ejemplo, para resolver el siguiente pro-
blema:

¢Cudl es la probabilidad de que salgan
i numeros diferentes al arrojar dos dados
¢ de manera simultdnea? '

El/la estudiante calcula primero la probabili-
dad de que salgan dos niimeros iguales (el su-
ceso complementario), estableciendo que se
trata de la suma de las probabilidades de que
salgan dos 1, dos 2, dos 3, etc.; es decir, 6 ve-
ces 3l6 = 3% = % . Luego, calcula la probabili-

dad pedida por medio del cdlculo 1 -1 =2

Contintia el problema de pdgina 155.

blanco. Ademds, se sabe que todos los
. 1
| que son de agua son frutales y que 3|
. de los que son de crema son también |
' frutales.

. Sise saca un helado al azar, jcudl esla |

probabilidad de que sea frutal de cre-

El/la estudiante reconoce que el suceso
asociado a que el helado sea frutal y el su-
ceso asociado a que sea de crema no son
independientes. Establece entonces que
una manera de calcular la probabilidad de
la interseccién de ambos sucesos consiste
en considerar primero la probabilidad de
que el helado sea de crema y luego la pro-
babilidad de que sea frutal, dado que ya es
de crema. Lo escribe de la siguiente mane-
ra y obtiene el valor buscado.

P(CNF) = P(C) - P(F/C)

En donde P(C) es la probabilidad de que
el helado sea de crema y P(F) la probabili-
dad de que sea frutal.

Por ejemplo, para resolver este problema:

En una heladera hay helados de palito
© de diferentes gustos, todos envasados
© de la misma manera, sin que se pueda !
+ ver el interior. La mitad son de aguay
i su envase es de color rojo. La otra mi- !
i tad son de crema y su envase es de co- !
i lor blanco. Ademds, se sabe que todos
. los que son de agua son frutales y que
% del total de los helados son de crema
y de gusto frutal. '

El problema continiia en pdgina 159.

Estadistica y probabilidades

Calcula la probabilidad condicional de sucesos
dependientes.



Ciclo Basico

Ciclo Orientado
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Giclo Orientado

Contintia el problema de pdgina 157.

+ Si se saca un helado de crema, ;cudl es !

. la probabilidad de que sea frutal?

El/la estudiante reconoce que el suceso aso-
ciado a que el helado sea frutal y el suceso
asociado a que sea de crema son dependien-
tes entre si, y realiza un esquema como el si-
guiente.

Agua Crema

.

1
S L del toral

Luego interpreta que, al calcular la pro-
babilidad de que el helado sea frutal dado
que es de crema, se estd calculando la pro-
babilidad de la interseccién de ambos su-
cesos referida a que el helado sea de cre-
ma, como un cambio de espacio muestral.
Por lo tanto, calcula la probabilidad pedi-
da por medio del cociente

|

P(FnC)

P(F/C) = P(C) == %.

0|

En donde P(C) es la probabilidad de que
el helado sea de crema y P(F) la probabili-
dad de que sea frutal.

Estadistica y probabilidades

160






Actividades para relevar los aprendizajes

Los ejemplos de problemas que se incluyen a continuacién podrian ser ttiles a la hora de
recabar informacién sobre el estado de conocimientos de los/as estudiantes en relacién
con el eje Estadistica y probabilidades.

Probabilidades

Situacion 1. Calculo de probabilidades

El siguiente problema permite evaluar si los/as estudiantes recurren a estrategias de
conteo para hallar probabilidades mediante su definicién cldsica o si definen sucesos
elementales y les asignan probabilidades para utilizar algunas de sus propiedades.

Esta es la tabla de posiciones de los tres primeros puestos del campeonato de
futbol de los/as estudiantes de 5.° afo de un distrito escolar.

Puesto Equipo Puntos
1° Escuela 20 15
2° Escuela 18 14
3° Escuela 4 13

Se disputa la tltima fecha del campeonato y los equipos de las tres primeras
posiciones no juegan entre si (juegan sus respectivos partidos frente a otros
equipos). Si un equipo gana un partido se le asignan 3 puntos; si empata, 1
punto; y, si pierde, no se le asigna ninguno. Suponiendo que todos los equi-
pos tienen la misma probabilidad de ganar, de empatar y de perder, calculd
la probabilidad de que salga campeén (sin empatar en puntos) el equipo de
la escuela 20.
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Para este problema se puede observar si el/la estudiante:

»

Considera posibles resultados de los partidos sin tener en cuenta la equipro-
babilidad que se deriva de la exhaustividad en la descripcién de los casos. Por
ejemplo, describe estos posibles casos que se muestran en la tabla siguiente y
emplea la definicién clésica de probabilidad para afirmar que la probabilidad
de que salga campedn el equipo de la escuela 20 es %

Resultados de los partidos Resultado del equipo de la escuela 20

Gana el equipo de la escuela 20. Campedn

Empata el equipo de la escuela 20

y gana el de la escuela 18. No campeén

Empata el equipo de la escuela 20

y gana el de la escuela 4. No campeodn

Empata el equipo de la escuela 20 y no gana

ni el equipo de la escuela 18 ni el de la 4. Campedn

Pierde el equipo de la escuela 20

y gana o empata el de la escuela 18. No campeén

Pierde el equipo de la escuela 20

y gana el de la escuela 4. No campeodn

Pierde el equipo de la escuela 20, pierde

el de la escuela 18 y no gana el de la 4. Campe6n

Considera las combinaciones posibles de resultados de los partidos y reconoce
cudles son los casos en los que el equipo de la escuela 20 sale campedn. Por
ejemplo, realiza una lista con los 27 casos posibles y evalta en cudles el equipo
de la escuela 20 obtiene mayor puntaje que los demds. Emplea la definicién
cldsica de probabilidad para calcular la solicitada en el enunciado.

Considera las combinaciones posibles de resultados de los partidos y reconoce
cudles son los casos en los que el equipo de la escuela 20 sale campedn. Por
ejemplo, describe los siguientes sucesos para los cuales el equipo de la escuela
20 es campedn, y utiliza conocimientos de combinatoria para calcular la canti-

dad de casos asociados a cada uno y determinar que la cantidad de casos totales
es 27:

Suceso Cantidad de casos

Gana el equipo de la escuela 20 sin importar 3.3.9
los otros resultados.
Empata el equipo de la escuela 20 y no gana 2.9 4
ninguno de los otros dos equipos. o
Pierde el equipo de la escuela 20, pierde el de la )
18 y no gana el de la 4.

Emplea la definicién cldsica de probabilidad para afirmar que la probabilidad
de que salga campedn el equipo de la escuela 20 es ;—; .
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» Describe sucesos mutuamente excluyentes para los que el equipo de la escuela
20 sale campedn y calcula la probabilidad solicitada en el enunciado del pro-
blema como la suma de las probabilidades de cada uno de ellos. Por ejemplo,
confecciona un cuadro como el siguiente:

Probabilidad

Gana el equipo de la escuela 20 sin importar los 1
otros resultados 3
Empata el equipo de la escuela 20 y no gana 1 2 9 4
ninguno de los otros dos equipos. 3 '3 '3 27
Pierde el equipo de la escuela 20, pierde 1 1 2 2
el de la 18 y no gana el de la 4. 3 '3 "3 27

Luego, calcula la probabilidad solicitada: -1 + 4 + 2 =15,
3 27 27 27

Es importante observar también si el/la estudiante explicita las propiedades
que pone en juego. Por ejemplo, que es vilido sumar las probabilidades porque
los sucesos son mutuamente excluyentes. O bien, que en los sucesos de la tabla
es valido multiplicar las probabilidades porque los resultados de los partidos de
los diferentes equipos estdn asociados a sucesos independientes.

Situacion 2. Probabilidad condicional

Al resolver este problema serd necesario que los/as estudiantes identifiquen en qué
casos se trata de probabilidades condicionales y en qué casos de probabilidades de
sucesos simultdneos.

El drea de recursos humanos de una empresa estd analizando el ausentismo
de sus empleados/as y obtiene la siguiente informacién: -1 de los/as
empleados/as se levanta més tarde de lo que deberia para llegar a tiempo.
De este grupo, -2~ llegan efectivamente tarde al trabajo. Por otra parte, %
se levanta a horario y, de todas maneras, llega tarde debido a inconvenientes

con el transito de la ciudad.

;Cudl es la probabilidad de que un empleado que se haya levantado tempra-
no llegue a tiempo?
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Para este problema se puede observar si el/la estudiante:

»

No reconoce algunas de las probabilidades que son datos o propone calcular el
problema sin probabilidades condicionales. Por ejemplo, identifica de manera
incorrecta que % y % son probabilidades asociadas a que un/a empleado/a
llegue tarde, sin tener en cuenta la condicionalidad. Afirma que la probabilidad

de que un/a empleado/a llegue tarde es % + % = % y que, entonces, la pro-

babilidad de que llegue temprano es 1 — 17 = 3. Nuevamente, no reconoce

que la pregunta se refiere a una probabilidad condicional.

Confunde la probabilidad condicional con la probabilidad de que dos sucesos
ocurran de manera simultdnea. O bien, interpreta mal la pregunta del proble-
ma en este sentido. Por ejemplo, podria suceder que halle de manera incorrecta
la probabilidad de que un/a empleado/a llegue a tiempo dado que se levanté
temprano como el complemento de que se levanté a horario y llegé tarde por

medio del cdlculo1 - L =2,
10 10

Reconoce que la pregunta se refiere a una probabilidad condicional y obtie-
ne los datos que necesita para calcular a partir del enunciado del problema y
aplicando propiedades. Por ejemplo, define P(L) como la probabilidad de que
un/a empleado/a se levante temprano, P(T) como la probabilidad de llegue
a tiempo y P(T/L) como la probabilidad de que llegue a tiempo dado que se

levanté temprano, para plantear la fé6rmula y resolver:

PLNT)=P (L) P(T/L)

HallaPL)=1--L = % como el complemento del suceso asociado a que un/a
empleado/a se levante tarde.
1 _ 4 pT
07 s -P (T/L)
P (T/L) = %

Finaliza hallando P (T/L) =1 -P (T/L) =1 - % = %
Podria ser que desarrolle las mismas estrategias sin la utilizacién de un lenguaje
simbdlico formal.

Reconoce que la pregunta se refiere a una probabilidad condicional e interpreta
que, al calcular la probabilidad de que un/a empleado/a llegue a tiempo dado
que se levanté temprano, se estd calculando la probabilidad de la interseccién
de ambos sucesos referida a que se haya levantado temprano, como un cambio
de espacio muestral. Por ejemplo, representa la situacién mediante un esquema
como el siguiente y halla la probabilidad de que un/a empleado/a se levante

temprano y llegue a tiempo por medio del calculo 1 - L - L = 7

5 10 10°
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Luego, define P(L) como la probabilidad de que un/a empleado/a se levante
temprano, P(T) como la probabilidad de llegue a tiempo y P(T/L) como
la probabilidad de que llegue a tiempo dado que se levanté temprano, para
calcular la probabilidad pedida por medio del cociente:

[~

P (T/L) = -2(L0L) PT(Q)L =10

|
"N
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Introduccion

En este apartado se presentan situaciones de ensefianza acompafadas de un andlisis mate-
matico y diddctico focalizado en las intervenciones docentes que puedan resultar fértiles
para lograr aprendizajes en los/as estudiantes. Estas situaciones no constituyen una secuen-
cia de actividades, sino que son ejemplos de algunos problemas que se pueden trabajar en
clase. Ciertamente, pueden formar parte de una secuencia que serfa necesario construir
a partir de esos problemas, sumando otras situaciones que los enriquezcan, completen y
diversifiquen, teniendo en cuenta que cada situacién, cada grupo de alumnos/as y cada
institucién son particulares.

Para los fines de este documento se han seleccionado problemas que, en algunos casos,
responden al propésito de introducir a los/as estudiantes en un tipo de situacién que los
desafiard a construir nuevos conocimientos. Por consiguiente, estdn previstos como uno de
los primeros acercamientos al objeto matemadtico que se intenta que aprendan. Claro estd
que el aprendizaje no se da como consecuencia de resolver solamente uno o dos proble-
mas referidos a un concepto. Es necesaria una interaccién sostenida de el/la alumno/a con
distintos problemas que requieran de ese objeto, asi como instancias de trabajo individual
donde reinvertir los conocimientos, sistematizaciones, momentos de estudio individuales
y colectivos, etcétera. Ubicar los conocimientos en la perspectiva de un proceso es central
para organizar la tarea de ensefianza. Por estas razones, los problemas presentados junto
con instancias de trabajo anteriores o posteriores no agotan la cantidad ni el tipo de traba-
jo que es necesario se despliegue en las aulas. Se proponen otros problemas para reinvertir
y sistematizar conocimientos ya construidos o en vias de construccién.

Como parte de la propuesta diddctica se presenta la organizacién de la clase prevista para
la resolucién de cada problema. Las distintas modalidades —individual, en parejas, en
pequenos grupos, trabajo colectivo— dependen del trabajo matemdtico que propone cada
problema, de los conocimientos que moviliza y de las interacciones que el/la docente pla-
nifica promover.

En algunos casos, se propone un trabajo individual para que el/la alumno/a intente re-
solver a partir de sus conocimientos disponibles. Las resoluciones o relaciones que un/a
estudiante elabore a partir del trabajo con el problema serdn un insumo para el debate
con otros. De esa forma, cada uno llega al grupo con algunas hipétesis que puede poner
a consideracién de los demds.
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Las situaciones de reinversién generalmente demandan un trabajo individual, es decir
requieren de conocimientos ya trabajados y con los que se busca que el/la estudiante logre
una mayor familiarizacién. Estas situaciones pueden ser propuestas para trabajar en la
clase o como tarea.

Cuando los problemas son mds complejos y, por lo tanto, se espera que su resolucién
requiera del intercambio con otro, se sugiere trabajarlos en parejas o pequenos grupos. Se
crea asi un espacio para que los/as estudiantes expliciten sus conocimientos y compartan
estrategias.

Las instancias colectivas tienen diferentes propésitos. En algunos casos se proponen como
un momento para socializar ciertos conocimientos, estrategias o recordar definiciones o
propiedades necesarias para resolver un problema en particular. Las estrategias que el/la
profesor/a elige socializar son aquellas que mejor se adaptan al propédsito de la clase y a
lo préximo por aprender. Como espacio de trabajo, estas instancias no consisten en un
momento de correccién donde todos/as los/as alumnos/as cuentan cémo pensaron y resol-
vieron una situacién, sino que se trata de promover un intercambio que permita focalizar
en aquellas estrategias y/o resoluciones que se quiere destacar y retener, segiin el proyecto
de ensenanza.

En otras ocasiones, se plantean problemas para resolver de manera colectiva. En general,
estas situaciones proponen reutilizar conocimientos previamente construidos, promueven
nuevas reflexiones y relaciones, ayudan a sistematizar propiedades y relaciones trabajadas,
etcétera. La planificacién de estas instancias debe ser cuidadosa para que convoque al total
de los/as alumnos/as y no se transforme en un intercambio con unos/as pocos/as. En fun-
cién de su estado de conocimientos, algunos/as podran aportar més a la discusion, otros/as
planteardn preguntas o dudas; el/la docente podra difundir aquellas estrategias que considera
deben ser retenidas, mientras que algunos/as estudiantes podrdn adoptar procedimientos de
resolucién propuestos por otros/as. El intercambio colectivo también es un espacio propicio
para analizar estrategias vinculadas a concepciones erréneas habituales de los/as estudiantes.
La explicitacién de los errores y el andlisis que ayude a comprender por qué no resulta una
resolucion correcta permite delimitar el campo de validez de un conocimiento, asi como las
estrategias mds adaptadas para resolver problemas que requieren de élL.

La ensefianza de la matemadtica exige a el/la docente la gestién colectiva de la clase, pero
también implica organizar el estudio de los/as alumnos/as de manera que, progresiva e
individualmente, puedan asumir cada vez mayores responsabilidades en su desempefo
como estudiantes. De tal modo, ensefar a estudiar matemdtica es una tarea transversal
a todos los contenidos de la asignatura, que supone la definicién de momentos para la
exploracién de situaciones y formulacién de hipétesis, su puesta a prueba en el grupo y
la comparacién con estrategias de resolucién alternativas, el andlisis de diferentes tipos de
errores y también aquellos espacios destinados a la generalizacién e institucionalizacién
de los saberes, asi como el trabajo individual destinado a la reinversién de los conoci-
mientos alcanzados en nuevos contextos. En funcién de esto, es fundamental planificar el
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desarrollo de las diversas instancias para organizar las tareas del aprendizaje, y permitir a
cada estudiante profundizar o detenerse en cada una de ellas segtn sea necesario. A lo lar-
go de este apartado se proponen ejemplos de intervenciones destinadas a gestionar los
espacios colectivos de trabajo, previendo el cardcter heterogéneo de los conocimientos
alcanzados por los/as estudiantes, y atendiendo, a la vez, a la importancia que revisten
para el logro de los aprendizajes propuestos.

Contenidos y aspectos de la enseianza trabajados en este apartado

Numeros y dlgebra

» Problemas que involucran variaciones y permutaciones.

» Problemas que involucran el valor absoluto de una expresion.
Funciones y dlgebra

Funcién cuadritica

» Problemas que se modelizan mediante funciones cuadriticas.

» Determinacién de la existencia y la cantidad de soluciones en ecuaciones cuadraticas

del tipo f(x) = k.
Funcién polinémica
» Estudio de la funcién polinémica.
» Produccion de férmulas a partir de sus raices.
Funcién exponencial y funcién logaritmica

» Problemas que se modelizan mediante funciones exponenciales.

>

» Estudio de las funciones exponenciales: ceros, crecimiento, decrecimiento, imagen,
positividad, negatividad, asintota.

» Estudio de las funciones logaritmicas: ceros, crecimiento, decrecimiento, imagen,
positividad, negatividad, asintota.

» Equivalencia de férmulas y uso de propiedades.
Funcién trigonométrica
» Razones trigonométricas en tridngulos rectdngulos y funciones trigonométricas.
» Andlisis y basqueda de soluciones de ecuaciones trigonométricas.
» Problemas que se modelizan mediante funciones trigonométricas.
Geometria y medida

» Modelizacién de problemas que se pueden resolver mediante el teorema de Thales
y/o la semejanza de tridngulos.
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» Angulos inscriptos en una semicircunferencia.
» Rectas tangentes a una circunferencia.
Estadistica y probabilidades

» Problemas que involucran la probabilidad del espacio muestral y la de un suceso no
elemental.

» Problemas que involucran la nocién de independencia de sucesos y la probabilidad
condicional.
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Numeros y algebra

La ensefanza de Nimeros y dlgebra adquiere en el Ciclo Orientado un cardcter mds re-
flexivo. No son muchos los contenidos nuevos que se agregan, sino que se vuelve sobre
algunos trabajados en el Ciclo Bésico para resignificarlos, mientras que otros son tratados
de manera transversal.

Por ejemplo, las sucesiones aritméticas y geométricas son ejemplos de situaciones de pro-
duccién de férmulas que ya fueron trabajadas. En este ciclo se podrd hacer un trabajo
sobre su caracterizacién y sobre la sistematizacién de algunas de sus particularidades.

Otro ejemplo lo constituyen los ndmeros irracionales. El Diserzo Curricular propone anali-
zar tipos de niimeros irracionales, ya sea a través de raices, nimeros como © o e o aquellos
que se representan a través de expresiones decimales que claramente no tienen un periodo,
indicando su regla de formacién. El trabajo con estos nimeros plantea necesariamente la
problemdtica de la aproximacién por truncamiento o redondeo, y el andlisis del error que
se produce al hacerlo. En estas progresiones consideramos estos contenidos como trans-
versales a los demds, y dejamos la discusion sobre estos temas para ser tratada al abordar
la ensefanza de los demds ejes.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan problemas acompanados de posibles resoluciones, con el
objetivo de ofrecer intervenciones de ensefianza que consideran dos asuntos principales
a abordar con los/as estudiantes: Problemas que involucran variaciones y permutaciones 'y
Problemas que involucran el valor absoluto de una expresion.

Problemas que involucran variaciones y permutaciones

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Reconocer si un problema puede ser resuelto utilizando permutaciones.
* Analizar si un problema de combinatoria conviene ser resuelto de manera directa o a
partir de su complemento.
* Analizar y cuantificar los casos bajo los cuales se cumple una determinada condicién.
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Problema
Se quieren formar niimeros de 5 cifras distintas con los digitos 1, 2, 4, 6y 7.

a) ;Cudntos nimeros diferentes es posible formar?

b) ;Cudntos nimeros diferentes es posible formar si el 6 y el 7 no pueden tener
ubicaciones contiguas?

Recordemos que los problemas de combinatoria comienzan a estudiarse en el segundo
ciclo de la escuela primaria, por lo que los/as estudiantes deberian estar familiarizados con
aquellos que pueden resolverse con permutaciones o variaciones con o sin repeticién, aun-
que no dispongan de los nombres para clasificarlos. En ese sentido, este problema permite
evocar esas situaciones para sistematizarlas y luego complejizarlas.

El/la docente podrd sugerir la resolucién de la parte a) en parejas. Luego de un tiempo de
resolucién, podrd proponer una instancia de trabajo colectivo con el objetivo de recuperar
la nocién de permutacién.

Se espera que los/as estudiantes resuelvan el problema de diferentes maneras:

* Algunos/as intentardn enumerar los distintos casos, con la dificultad que esto conlle-
va. Al ser tantos, es muy dificil ser exhaustivo y no repetir alguna opcidn.
En el proceso de enumeracidn, algunos/as podran elaborar algunas conjeturas como,
por ejemplo, que si las tres primeras cifras quedan fijas hay dos niimeros diferentes
que se pueden formar, o que si las dos primeras cifras quedan determinadas, son 6
los niimeros distintos.
A partir de estas observaciones, el/la docente podrd proponer analizar la existencia de
un célculo que permita hallar los valores obtenidos.

* Habrd estudiantes que intenten hacer un diagrama de 4rbol, completo o no, que
incluya todos los casos o no.
En el siguiente ejemplo, el/la estudiante dibuja parte del diagrama, que le permite
saber que hay 6 nimeros que comienzan con 12. Sabrd, entonces, que hay 6 - 4 = 24
nimeros que empiezan con 1. Y como el primer digito puede ser cualquiera de los
cinco disponibles, entonces es posible formar 5 - 24 = 120 nimeros diferentes

b —7

W L1
—7
2 b <7U[ 1 (b nomeros
. _

H 4 —0
b b6 —Y
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La estructura del diagrama de drbol posibilita vincular la cantidad de casos con un

célculo multiplicativo que permite hallar el total de nimeros que pueden formarse
con estos digitos: 5-4-3-2-1=120.

Si la Gltima estrategia no surgiera, el/la docente podra sugerir la construccién del diagra-
ma de drbol. Resulta importante hacerlo porque se constituye como una base para analizar
la estructura multiplicativa y llegar al cilculo correspondiente a las permutaciones de 5
elementos.

Finalmente, el/la docente podrd evocar que la cantidad de permutaciones de 7 elemen-
tos, es decir, la cantidad de reordenaciones posibles de todos ellos, se obtiene a partir del
cilculoz- (n-1) - ... - 2 -1 = n/, que es el producto entre todos los nimeros naturales
menores o iguales que 7.

Para avanzar sobre la conceptualizacién, se podrd preguntar:
:Cudntos nimeros de 5 cifras se pueden formar si es posible repetir los digitos?

Retomando la idea de la cantidad de posibilidades que hay para cada cifra que conforma
el niimero, en este caso serdn 5-5-5-5-5 =5 = 3125.

Con el mismo objetivo, se podrd considerar que para formar nimeros de 3 cifras, habrd
5 -4 -3 =060 posibilidades si no pueden repetirse las cifras, 0 5 -5 -5 =5%= 125 si es
posible repetirlas.

La situacién planteada en la parte b) puede resultar compleja porque requiere de dos
précticas habituales al resolver problemas de combinatoria que no resultan naturales ni
evidentes para los/as estudiantes. Por un lado, consiste en resolver a partir del complemen-
to, es decir, considerar todos los casos y “quitar” los que no cumplen con la condicién.

Por otro lado, considerar que los nimeros 6 y 7 forman “un digito” del ndmero, lo que
equivale a que tengan ubicaciones contiguas. Estas cuestiones, que se constituyen en prac-
ticas tan especificas, requieren muchas veces que el/la docente las proponga de manera
explicita, y que se discuta con los/as estudiantes por qué resultan estrategias validas para
resolver ciertas situaciones.

Este problema resulta mds fécil ser resuelto a partir del complemento, considerando el
total de casos menos aquellos en los que los digitos 6 y 7 estdn juntos. Por esta razén,
el/la docente podrd proponer a los/as estudiantes que, entre todos/as, intenten resol-
verlo de manera directa, para analizar luego por qué la estrategia del complemento
resulta mds conveniente.
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Una vez que se haya establecido que se utilizard esta Gltima forma de resolucidn, la tarea
de los/as estudiantes se transforma en hallar la cantidad de nimeros de 5 cifras distintas
en los que el 6 y el 7 tienen posiciones contiguas. Para eso, podrdn considerar la canti-
dad de niimeros diferentes que se pueden formar con los cuatro ndmeros 1, 2, 4y “677,
que es 4! = 24. Como los digitos 6 y 7 pueden, a su vez, estar ubicados de dos maneras
diferentes, habrd 2 - 4! = 48 numeros diferentes en los que ocupan posiciones contiguas.
Finalmente, el total de nimeros serd 120 — 48 = 72.

Problemas que involucran el valor absoluto de una expresion

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Identificar al médulo de una expresién como el valor absoluto de sus valores posibles.
* Identificar al médulo de una expresién como su distancia al cero o al valor absoluto
de una diferencia como la distancia entre los nimeros involucrados.
* Desarrollar estrategias algebraicas o funcionales para resolver una inecuacién que
involucra un médulo.

Problema

Hallen los valores de x € R para los que se cumple ‘ rzl - 1|<1.

La situacién propuesta puede ser resuelta en pequefos grupos, debido a la posibilidad de
debate entre los/as estudiantes.

El propésito es desarrollar y analizar diferentes estrategias de resolucién, tanto desde pers-
pectivas algebraicas como funcionales, y ponerlas en relacién.

Luego de que los/as estudiantes hayan intentado resolver el problema, el/la docente puede
proponer un espacio de discusién colectiva para compartir algunas de las estrategias que
haya seleccionado, particularmente una algebraica y una funcional. Si alguna de las dos no
hubiese surgido, podrd ser propuesta por el/la docente para ser analizada.

La resolucién en un marco algebraico consiste en interpretar que se buscan los valores de x

para los cuales la distancia entre % — 1y 0 es menor que 1; o bien para que la distancia

entre ﬁ y 1 sea menor que 1.

En cualquiera de los casos, se trata de resolver la inecuacién —1 < —2— — 1 < 1, que equivale
al<-2_ <2
x—1

Desde el punto de vista de la lectura de la informacién que porta la expresion, cuyo tra-
bajo se inici6 en el Ciclo Bdsico, se trata de determinar para qué valores de x el cociente
es positivo y menor que 2. Se podrd analizar que para que el cociente sea positivo, es
necesario que x — 1 lo sea, es decir, cuando x > 1. Por otro lado, para que un cociente de
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dividendo 2 sea menor que 2, el divisor tiene que ser mayor que 1, es decir, x— 1 > 1, por
lo que x > 2. Ambas condiciones se cumplen cuando x > 2.

Desde el punto de vista funcional, los/as estudiantes podrin graficar la funcién

FiR-{1} >R/ f(x) = 2. — 1, para luego graficar g: R—{1} > R/ f(x) =‘x_% —1‘:

x—1

W
n

A partir del gréfico de la funcién gy verificando que ¢ (2) = 1 puede analizarse que
g2 (x) <1 parax> 2.
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Funciones y algebra

Ademds del estudio de los distintos tipos de funciones en particular, en este eje se dedica
parte del trabajo a la modelizacién, a través del uso de modelos cuadriticos, polinémi-
cos, exponenciales y trigonométricos. Se considera que el trabajo en profundidad con
cada tipo de funcién que se estudia en el Ciclo Orientado es a la vez particular y general.
Lo trabajado a propésito de cada tipo de funcién —la mirada particular— resignifica el
aprendizaje de las demds funciones y profundiza los conocimientos sobre las funciones en
cuanto un concepto matemdtico general.

Las situaciones presentadas en contextos intra- y extramatemdticos requieren hallar fér-
mulas, resolver ecuaciones, analizar la existencia y cantidad de soluciones para diferentes
problemas, etcétera. Se trata, en todos los casos, de trabajar de manera mds o menos
simultdnea sobre el sentido de cada objeto matemadtico y las técnicas asociadas a él, de
manera que ambos conocimientos no queden disociados.

La mirada propuesta supone un tratamiento que ponga en relacién las practicas algebrai-
cas, las representaciones gréficas y los contextos de los problemas.

El Diserio Curricular plantea una ensefianza y un aprendizaje centrado en las caracteristi-
cas de las funciones, en contraposicién a un abordaje basado en el aprendizaje y aplicacién
de férmulas. A partir de esto, algunos de los problemas que se plantean serdn de corte
mds conceptual, donde los/as estudiantes tendrdn que poner en juego propiedades de las
funciones y relacionarlas entre si.

Funcion cuadratica

Si bien en el Ciclo Bdasico se analizan graficos de funciones con diversas caracteristicas,
la funcién cuadrdtica es la primera de las funciones “con férmula” que se estudian en la
escuela secundaria cuyo crecimiento no es constante. De este modo, se constituye como
una oportunidad para resignificar los conocimientos referidos a funciones de variacién
uniforme. Analizar lo que no varfa uniformemente puede también dotar de sentido a lo
que si'y, de esa manera, comenzar a vislumbrar la existencia y el estudio de funciones cuyas
graficas son curvas.
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Otra cuestion a destacar de las funciones cuadrdticas es la posibilidad que brinda de expre-
sar su formula de tres maneras diferentes: desarrollada, factorizada y canénica. Cada una
de ellas permite reconocer algtin aspecto que las demds posiblemente oculten, por lo que
el andlisis de las f6rmulas y de los graficos correspondientes favorece el aprendizaje de la
interrelacién que existe entre ellos. En este sentido, la existencia de diferentes formas de
expresar las férmulas pone en escena la toma de decisiones en cuanto a cudl resulta mds
conveniente utilizar, segtin el problema que se esté resolviendo.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan situaciones de ensefianza referidas al estudio de las funcio-
nes cuadrdticas que consideran dos asuntos principales a abordar con los/as estudiantes:
Problemas que se modelizan mediante funciones cuadrdticas y Determinacion de la existencia
y la cantidad de soluciones en ecuaciones cuadrdticas del tipo f (x) = k.

Problemas que se modelizan mediante funciones cuadraticas

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
e Utilizar funciones cuadrdticas y sus caracteristicas para modelizar y resolver proble-
mas situados en contextos extramatemadticos.
* Resolver ecuaciones del tipo ax?+ bx = 0 sacando factor comun y leyendo la infor-
macién que porta el cilculo.
e Utilizar la simetria para hallar preimdgenes de una funcién cuadritica, en problemas
situados en contextos extramatematicos.

Problema
La altura que alcanza un objeto que es arrojado hacia arriba puede ser modelizada a
través de una funcién definida por la férmula A(z) = 80z — 57, donde 7 representa el
tiempo en segundos transcurrido desde que fue lanzado y /4 su altura en metros.
a) ;Cudnto tarda el objeto en caer al piso?
b) ;Cudl es la altura méxima que alcanza y cudnto tarda en alcanzarla?
c) Alos 1,5 segundos de haber sido lanzado, el objeto alcanza una altura de
108,75 metros. Sin resolver ecuaciones, halld en qué otro momento el objeto
se encuentra a la misma altura.

Se propone aqui un problema referido a un contexto que es posible modelizar a través de
una funcién cuadrética. Asi, los conocimientos que hayan desarrollado los/as estudiantes
a proposito de estas funciones se constituirdn en un apoyo para hallar las respuestas de
cada uno de los ftems.
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Para resolver la parte a) de este problema, los/as estudiantes deberdn identificar que se tra-
ta de hallar el valor de 7 para el cual la altura, es decir 4(2), vale 0. Es posible que muchos
escriban la ecuacién 0 = 80z — 57, aunque no todos logren resolverla. Resulta entonces
importante plantear un espacio de trabajo colectivo donde se discuta acerca de por qué
h(z) = 0 es una representacion de lo que solicita el problema. Una vez acordado que la/s
soluciones de la ecuacién permite/n saber cudndo el objeto estd en el piso, pues en esos
casos la altura es cero, resulta importante debatir acerca de cémo es posible resolverla.

Es probable que las ecuaciones que contienen expresiones cuadréticas desarrolladas sean
de las primeras que surgen en la escuela que no se pueden resolver despejando la variable.
Este es uno de los obstdculos mds importantes. Entonces una categoria de ecuaciones que
se resuelven utilizando alguna técnica de factorizacién:

0=80t-5=>0=5:(16-12

A partir de interpretar la ecuacién como una multiplicacién entre dos ndmeros cuyo pro-
ducto tiene que ser 0, es posible determinar que 0 y 16 son sus soluciones. Estos valores
corresponden al momento inicial, cuando el objeto estd en el piso, y a 16 segundos luego de
haber sido lanzado, donde vuelve a estar en el piso. Esta resolucién deberia quedar registrada
en las carpetas para que se convierta en una fuente de consulta frente a situaciones similares.

Para la parte b), los/as estudiantes necesitan reconocer que lo que se pregunta estd rela-
cionado con el méximo de la funcién y con el vértice de la pardbola que es su gréfico. Las
resoluciones que se esperan variardn segdn si disponen o no de una férmula para hallar la
primera coordenada del vértice de la pardbola. En el caso de que dispongan de ella, bastard
con reemplazar los pardmetros y luego calcular la imagen del valor obtenido. Para aquellos
casos en los que los/as alumnos/as no conozcan o decidan no aplicar la f6rmula, se espera
que se relacione el vértice con el eje de simetria; para determinar la primera coordenada
del vértice bastard con hallar el promedio de dos elementos del dominio que tengan la
misma imagen.

En una puesta en comun, se considera importante que el/la docente recupere la idea de
simetrfa. Podrd construir un grafico marcando las dos raices y registrando el célculo del
promedio en el punto medio.

&
e
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Una vez obtenida la ecuacién del eje de simetria, la imagen de # = 8, /4(8), permite deter-

minar la altura mdxima.

El registro grafico suele ser de gran ayuda para comprender la situacién que se describe y
los datos del problema, asi como aquello que se solicita hallar. El/la docente podra sugerir
a quienes no logren comprender o resolver la parte ¢) del problema que hagan un gréfico

similar al siguiente:

300 T

2001

108,75
100 T

(05 0)

A

Se espera, entonces, que los/as estudiantes utilicen la nocién de simetria y la relacién entre
los valores del dominio que tienen igual imagen, es decir, que estdn a igual distancia del

eje de simetria:

300 T

2001

108,75
100 T

(05 0)

A

(16;0)

1,52 4 6 8 10 2 14145 16 18

Como conclusién del trabajo desarrollado en las tltimas dos partes del problema, se po-

dria registrar lo siguiente:

Para cada valor de la imagen de una funcién cuadrética, que no sea el miximo o
el minimo, existen dos valores diferentes que son sus preimdgenes. Esos valores de
la variable independiente estdn a la misma distancia de la primera coordenada del
vértice. En el grafico de la funcién, los puntos sobre la pardbola que representan
esos valores son simétricos con respecto al eje de simetria.
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Determinacion de la existencia y la cantidad de soluciones en ecuaciones cuadraticas
del tipo f(x) =k

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Determinar la existencia y la cantidad de soluciones en ecuaciones cuadrdticas del
tipo f(x) = k a partir de un andlisis desde el marco funcional.
* Determinar la existencia y la cantidad de soluciones en ecuaciones cuadrdticas del
tipo f'(x) = k desde un marco algebraico.

Problema

Se consideran las funciones cuadriticas definidas por una férmula como la siguiente:
f(x) =x*+ bx + 9, b € R. Determind para qué valores de 4 la funcién que queda
definida tiene una sola raiz. ;Y dos raices? ;Y ninguna?

El problema que se plantea permite diferentes estrategias de resolucién, algunas mds
relacionadas con una mirada algebraica, mientras que otras estdn mds asociadas a una
interpretacién desde un marco funcional.

Los/as estudiantes que analizan la situacién desde un marco funcional podrdn interpretar
que el grifico de la funcién dada es una pardbola céncava hacia arriba, por lo que su vér-
tice corresponde al minimo de la funcién. M4s alld de los desplazamientos horizontales, el
gréfico podrd presentar tres situaciones respecto de sus raices, ilustradas por los siguientes
diagramas:

A
\]
A
\J

\ .
_

Podrén realizar exploraciones utilizando algin graficador o gréficos esquemdticos a partir
de las caracteristicas de las pardbolas que conocen. En cualquiera de los dos casos, se espe-
ra que vinculen la cantidad de raices de la funcién con la segunda coordenada del vértice:
si es negativa, hay 2 raices; si es cero, hay una sola raiz (doble); mientras que, si es positiva,
no habrd ninguna.

Si los/as estudiantes no pudieran o no supieran cémo encontrar una relacién entre cada

uno de los casos y el valor del pardmetro b, el/la docente puede sugerirles que intenten
hallar una expresion de las coordenadas del vértice en funcién de &:
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Las condiciones que fueron planteadas a partir del andlisis de los elementos de la pardbola
ahora pueden tratarse dentro de un marco algebraico. Por ejemplo:

e La pardbola interseca al eje x en un solo punto si y, =9 — % =0:

9—§=0=>é2=36=>19=66b=—6

e La pardbola interseca al eje x en dos puntos si y, =9 — % <0:

9—§<o=>36<b2=>b<_6éb>6

* La pardbola no interseca al eje x siy, =9 — % > 0:

9—%>0$36>52$—6<b<6

Las dos inecuaciones y la ecuacién pueden ser resueltas de manera algebraica, como mos-
tramos, o desde una interpretacién funcional. En ese caso, se trata de hallar los conjuntos

. . . . . ., . /’ 2
de ceros, positividad y negatividad de la funcién definida por la férmula g(x) = 9 —

x?
4 b
cuyo gréfico puede ser una herramienta ttil para determinarlos:

A
Y

Una vez encontradas las raices algebraicamente, resulta que C'(g) = (=6; 6) es el intervalo de
valores de 4 en el que la funcién f no corta al eje x, mientras que C™ (g) = (—o0; —=6) U (6; +c0)
es el conjunto de los valores de & para los cuales la funcién f'corta al eje x en dos puntos
diferentes.

Otra estrategia de resolucién esperable es que los/as estudiantes apelen al uso de la férmu-

la resolvente para la ecuacién x? + bx + 9 = 0, o bien directamente a su discriminante, A.
En este caso, se trata de analizar que:

Situaciones didacticas e intervenciones docentes m



e si A> 0, la ecuacién tendrd dos soluciones diferentes y la funcién f, dos raices;
e si A =0, la ecuacién tendrd una solucién y la funcién £, una raiz doble;
* si A <0, la ecuacién no tendrd soluciones reales y la funcién fno tendra raices.

Como A = 4* - 36, cada una de las opciones anteriores corresponde al conjunto de positi-
vidad, ceros y de negatividad de la funcién A(x) = x* - 306, respectivamente, interpretando
la resolucién desde un marco funcional. En cambio, si se resuelve desde un marco algebrai-
co, se trata de hallar el conjunto solucién de cada una de las inecuaciones y de la ecuacién
utilizando técnicas de resolucién algebraicas, tal como fue sefialado anteriormente.

En un espacio de trabajo colectivo, el/la docente podrd debatir con los/as estudiantes
acerca de las diferentes formas de plantear y resolver el problema y, comparando ambas re-
soluciones, hacer hincapié en cudles son los conocimientos en los que se apoya cada una'y
en los que resulta una mds conveniente que la otra. Se espera que puedan ir construyendo
la nocién de conveniencia de una estrategia en funcién del problema propuesto.

Funcion polindmica

Al llegar el momento de tratar con funciones polinémicas, los/as estudiantes han traba-
jado ya con funciones lineales y cuadrdticas, incorporando diversos conocimientos sobre
sus grificos y su comportamiento. Si bien estos conocimientos no resultan de utilizacién
inmediata para este nuevo tipo de funciones, las estrategias desarrolladas para las funcio-
nes lineales y cuadrdticas pueden extenderse y dar lugar al desarrollo de nuevas estrategias.

Se proponen tareas que involucran tanto el trabajo con ldpiz y papel como con programas
informdticos, observando las interacciones que se dan entre ellos y la informacién que
aporta cada uno. Se pone el foco sobre el andlisis del signo de las funciones polinémicas en
intervalos que no contienen raices. Por este motivo, su continuidad, el uso de programas
graficadores y el lema de Gauss para hallar raices se constituyen como herramientas para
el estudio de este tipo de funciones.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan situaciones de ensefianza referidas al estudio de las funcio-
nes polinémicas que toman en consideracién dos asuntos principales a abordar con los/as
estudiantes: Estudio de la funcion polindmica'y Produccion de formulas a partir de sus raices.
Estudio de la funcion polinomica

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:

e Aplicar técnicas algebraicas para hallar las raices de una funcién polinémica.
e Hallar los conjuntos de positividad y negatividad de una funcién polinémica.

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Orientado | Matematica



* Determinar el comportamiento a medida que x tiende a +o0 y —co.
* Producir el grifico de una funcién polinémica de manera aproximada, previendo su
forma y sus caracteristicas.

Problema
Analicen y realicen un grafico aproximado de la funcién

[R>R/f(x) =-x"+ 9x.

El problema presentado puede constituirse en una primera situacién de andlisis de una
funcién polindmica para realizar un gréfico aproximado. Puede trabajarse de manera co-
lectiva, registrando no solo la resolucién sino también las razones de cada una de las
decisiones que se toman.

Si bien es cierto que el grafico puede realizarse con un programa graficador, resulta impor-
tante que los/as estudiantes puedan dar sentido al grifico que se obtiene. La tarea no solo
consiste en la obtencién de un gréfico, sino en interpretar el porqué de su comportamien-
to. Es por esto que, en este caso, el uso de tecnologia funcionard como un mecanismo de
control.

El/la docente podrd acordar con sus estudiantes cudles son los elementos del gréfico ne-
cesarios para poder realizarlo, esperando que consideren las raices, la ordenada al origen y
los conjuntos de positividad y negatividad. También podrd aportar otros andlisis durante
la resolucién.

Se podrd sugerir comenzar por hallar la ordenada al origen, recordando que consiste en
determinar la imagen de x = 0:

Como f(0) = -0° + 9 - 0 = 0, el grifico contiene al punto (0; 0).

Y como la imagen de x = 0 es 0, entonces x = 0 también es una raiz de la funcién.

Para encontrar las raices es importante recordar que se trata de hallar los valores de x cuya
imagen es 0, lo cual dard las primeras coordenadas de los puntos en los que el grifico de f
interseca al eje de abscisas: 0 = -x? + 9x.

En este momento también resulta importante discutir con los/as estudiantes acerca de
cémo conviene resolver este tipo de ecuacion en el que la variable x no puede ser despe-
jada. La factorizacién resulta necesaria para obtener una ecuacién equivalente que estard
expresada como un producto igualado a cero, por lo que alguno de sus factores tiene que
valer 0:

0=-x>+9

0=x(-x>+9)
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Si bien se puede seguir factorizando la expresién del miembro de la derecha, no resulta
necesario para hallar las raices. Es posible obtenerlas poniendo en juego estrategias sobre
ecuaciones cuadrdticas y/o por medio de cdlculo mental:

x=06-x*+9=0

x=06x=36x=-3
Se obtiene asi el conjunto de ceros de la funcién, C° = {05 3; -3}.

El/la docente puede continuar dialogando con los/as estudiantes para reflexionar en
conjunto cémo conviene continuar el andlisis. Posiblemente, acuerden que es necesario
conocer el comportamiento de la funcién en los intervalos que determinan las raices.

Nuevamente, los conocimientos sobre funciones cuadrdticas pueden resultar utiles para
determinar la variacién del signo de los valores de -x* + 9. Considerando su gréfico como
una pardbola concava hacia abajo con raices x = -3 y x = 3, toma valores positivos en el
intervalo (-3; 3) y negativos en (-oo; -3) y (3; +o0).

El signo de la funcién podrd determinarse a partir del de los factores -x + 9 y x. El/la do-
cente podrd sugerir organizar la informacién en una tabla como esta.

I O R BN

x<3 -
-3<x<0 - + _
O<x<3 + + +
x>3 + - -

Asi, los conjuntos de positividad y negatividad de fson C" = (-;-3) U (0;3) y
C =(-3;0) U (3; +o0). Con toda la informacién obtenida es posible saber que el

grifico de la funcién es como el siguiente:
A

Produccion de formulas a partir de sus raices

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Hallar la expresién factorizada de férmulas de funciones polinémicas en las que la
cantidad de raices (contadas con su multiplicidad) es menor que el grado del polino-
mio que las define.
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 Explorar con un programa graficador el comportamiento de funciones polinémicas
en relacién con sus raices.

Problema

El grado de la funcién polinémica f'es mayor o igual que 2 y tiene una tGnica raiz
simple en x = 1.

Hallen una fé6rmula posible para la funcién f. ;Cudntas hay?

El problema planteado es desafiante, por lo que conviene que los/as estudiantes trabajen
en grupos de cuatro integrantes.

Mientras los/as alumnos/as trabajan, el/la docente puede recorrer los grupos para inter-
venir en caso de que no puedan avanzar, frente a sus dudas y preguntas, y para recabar
las estrategias que estdn poniendo en juego. Luego de un tiempo, se puede proponer un
espacio de debate colectivo.

El propésito del momento de discusién no solo estd destinado a resolver el problema, sino
también a sistematizar aquellos conocimientos que se han trabajado y puesto en juego.

Por ejemplo, el/la docente puede comenzar preguntando cudl podria ser la forma de la
férmula de la funcién que se busca. Se espera que, por un lado, acuerden que conviene
pensar en su forma factorizada y, por el otro, que uno de sus factores debe ser (x — 1).
Una vez decidido esto, es posible focalizarse sobre el otro factor, teniendo en cuenta que
la funcién no debe tener mds raices. Una intervencién posible consiste en preguntar si el
otro factor puede ser lineal, para llegar a la conclusién de que no es posible porque ese tipo
de factor siempre tiene una rafz.

En este punto hay entonces algunas conclusiones que conviene sehalar para que todos/as
trabajen desde el mismo conjunto de conocimientos:

La férmula de f tiene que tener la forma f(x) = a(x - 1)/(x), donde la funcién 4 no
tiene raices y su grado es mayor o igual que 2.

El problema se reduce, entonces, a encontrar la férmula de una funcién 4/ que no tenga
raices. A partir de los conocimientos sobre funciones cuadrdticas, es posible que los/as
estudiantes encuentren funciones polindmicas de grado 2 que no tengan raices. Sin em-
bargo, serfa importante que el/la docente proponga continuar la resolucién intentando
hallar una funcién 4 de grado mayor que 2. Los/as alumnos/as podrian usar programas
graficadores con el propésito de explorar distintas férmulas posibles, para lo cual tendrin
que interpretar que buscan una funcién polinémica cuyo grafico no corte al eje de absci-
sas. A partir de esta exploracién podrdn conjeturar ciertas caracteristicas de las funciones
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polinémicas que no tienen raices, por ejemplo, aquellas que deben tener grado par. No se
busca una caracterizacién completa, sino una que permita construir férmulas de funcio-
nes que seguro no tengan raices. Por ejemplo, de manera coloquial, “x elevado a una
potencia par mds una constante positiva”, para luego escribirlo de manera formal:
h(x) =x*"+k, conn€Nyks>DO0.

Finalmente, la funcién buscada puede tener por férmula f'(x) = a(x - 1)(x*"+ k), con
a€ER,nENykLk>O0.

Funcion exponencial y funcion logaritmica

Se ha decidido presentar las situaciones referidas a estas dos funciones en un mismo apar-
tado por su cardcter de funciones inversas entre si.

La primera dificultad que se presenta es que el concepto de funcién inversa no ha sido
trabajado hasta el momento. Se plantea, entonces, la necesidad y posibilidad de trabajarlo
a proposito de este par de funciones. Esta manera de hacerlo tiene la ventaja de alejarse de
las tareas de hallar férmulas de funciones inversas sin objetivo alguno, solo para ejercitar
una técnica. Por otro lado, el andlisis del concepto de funcién inversa se dard a propdsito
de un caso concreto, con la necesidad de resolver determinados problemas.

La existencia de la funcién inversa de f; f ' permite conjugar tres miradas:
¢ Dada una funcién biyectiva £, existe su funcién inversa f;
e Dado un valor y de la imagen de la funcién £, la ecuacién y = f(x) tiene una tnica
solucién x = £ (y);
* Dado un valor 4 de la imagen de la funcién £ la recta de ecuacién y = £ interseca al
grifico de fen un tnico punto.

Las funciones exponenciales y logaritmicas constituyen, entonces, una excelente oportu-
nidad para analizar propiedades de las funciones inversas. Por ejemplo, pensar a la funcién
inversa “deshaciendo” lo que “hace” una funcién: log (2*) = x y "%~ = x.

Durante el trabajo con ecuaciones, el uso de la funcién inversa muchas veces se torna ne-
cesario para hallar el conjunto solucién, lo que permite dotarla de mayor sentido.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan situaciones de ensefianza referidas al estudio de las funcio-
nes exponenciales y logaritmicas que toman en consideracion estos asuntos principales a
abordar con los/as estudiantes: Problemas que se modelizan mediante funciones exponen-
ciales; Estudio de la funcidn exponencial: ceros, crecimiento, decrecimiento, conjunto imagen,
positividad, negatividad, asintota; Estudio de la funcién logaritmica: ceros, crecimiento,
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decrecimiento, conjunto imagen, positividad, negatividad, asintota 'y Equivalencia de formu-

las y uso de propiedades.

Problemas que se modelizan mediante funciones exponenciales

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:

* Producir una férmula de una funcién exponencial en diferentes contextos que invo-
lucran procesos de crecimiento y decrecimiento exponencial.

e Interpretar el significado de los pardmetros de una férmula en el contexto de un
problema.

* Resolver ecuaciones exponenciales utilizando diferentes estrategias.

e Utilizar logaritmos para hallar preimdgenes de funciones exponenciales en problemas
situados en contextos extramatemdticos.

Problema

Las sustancias radiactivas se desintegran a medida que liberan ciertas particulas y, por
lo tanto, pierden masa.

Un cierto tipo de sustancia radiactiva tiene una masa inicial de 4 kg. Al cabo de dos
dias su masa es de 3,6864 kg, y se supone que la cantidad de masa remanente a medi-
da que transcurre el tiempo sigue una ley exponencial.

a) ;Qué masa tendrd la sustancia luego de treinta dfas?
b) ;Qué porcentaje de masa pierde la sustancia cada dia?

¢) ;Cudnto tiempo transcurrird hasta que la masa remanente sea la mitad de la
original?

El planteo de este problema en una clase de Matemadtica permite que los/as estudiantes
pongan en juego sus conocimientos disponibles y concepciones para resolverlo. En este
sentido, es posible —a pesar de que se indica que la pérdida de masa sigue una ley exponen-
cial- que algunos/as alumnos/as supongan que la disminucién de la masa es constante,
por lo que intenten utilizar estrategias asociadas a un comportamiento lineal. La dificultad
que se plantea en este caso es que los datos del contexto propuesto no permiten descartar
el modelo lineal. Serd necesario acudir al enunciado para verificar que el modelo no es
lineal sino exponencial.

Luego de que los/as estudiantes tengan oportunidad de resolver la parte a) del problema,
el/la docente tendra la posibilidad de poner en discusién diferentes estrategias de resolu-

cién, incluso la que se apoya en considerar una disminucién constante.

En un espacio de trabajo colectivo serd posible plantear la pregunta:
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;Podemos afirmar que si la masa disminuye 0,3136 en dos dias, entonces cada
dia disminuye la mitad de ese valor?

Para descartar esta resolucién habrd que volver sobre el enunciado y analizar si es posi-
ble que, al disminuir siempre la misma cantidad, se pueda tratar de un decrecimiento
exponencial.

Una vez desechada la linealidad, se podrd avanzar con las demds formas de resolver.

Tal como afirma el problema, la cantidad de masa remanente responde a un modelo ex-
ponencial, por lo que la férmula que la representa debe ser del tipo f(x) = #- 2", donde 4,
a € R*, a = 1. Se espera que los/as estudiantes no tengan dificultad para considerar x =2y
reemplazarlo en la férmula £(2) = 3,6864, aunque seguramente algunos no se den cuenta
de que, ademis, el valor de x que corresponde a 4 kg es cero:

b=k -d y 3,6864=k a2

La puesta en comin es un buen momento para revisar la resolucién del sistema de ecua-
ciones resultante, recordando que 4° = 1 y que, aunque la ecuacién 3,6864 = £ - 4* tiene
dos soluciones reales, solo una de ellas cumple con las restricciones planteadas para el
valor de 4. Si no se hubiese trabajado, es un buen momento para sehalar que el valor de £
siempre serd la imagen de 0.

Una vez obtenida la férmula f(x) = 4 - 0,96, se espera que los/as estudiantes no en-
cuentren mayores dificultades para decidir que es necesario hallar la imagen de 30, que
representa la masa remanente de sustancia al cabo de 30 dias:

£(30) =4-096" ~1,1754 kg

La primera parte del problema no requiere de un gran dominio conceptual de las fun-
ciones exponenciales, sino mds bien de cierto dominio de técnicas. Resulta importante
explicitar y analizar que se estd trabajando con un modelo exponencial, que serd usado en
las partes siguientes del problema.

Para responder a la parte b), algunos/as estudiantes podrdn “leer” la informacién pedida
directamente de la férmula de la funcién £(x) = 4 - 0,96, donde 4 es la masa inicial y 0,96
representa la parte que queda luego de cada unidad de tiempo. En este caso particular,
cada dia que transcurre habrd 96% de la masa del dia anterior, por lo que se pierde el 4%.

Otros/as alumnos/as probardn con algunos valores e intentardn calcular el porcentaje de
pérdida de la masa. Por ejemplo:
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Porcentaje Porcentaje remanente

1 3,84 0,16 0216 100 = 4% 96%
2 3,6864 0,1536 0,1536 100 = 4% 96%
3,84

Asi, afirmardn que por cada dia que se avanza se pierde el 4% de la masa, sin validar que
esa relacién se cumple en todos los casos.

Si no hubiese surgido una manera general de responder la pregunta, el/la docente podrd
tomarlo a su cargo, y dejar registrado lo siguiente:

El dia x quedan 4 - 0,96 kg de masa.
x+1

El dia siguiente, x + 1, quedan 4 - 0,96 kg de masa.
4.0,96""=4-0,96" 0,96 = 3,84 - 0,96"

El porcentaje restante entonces es: M 100 = 96%, lo cual equivale a decir
que se pierde el 4%. 4-096

Como el cilculo anterior fue hecho para un dia cualquiera, x, es posible decir que
la masa disminuye siempre el 4% de un dia al siguiente.

La dltima de las preguntas del problema requiere de la resolucién de una ecuacién para el
célculo de una preimagen de la funcién f: 2 = 4 - 0,96 .

Esta ecuacién podrd ser resuelta desde un marco funcional utilizando un programa
graficador, a partir de considerar las funciones f(x) = 4 - 0,96 y g (x) = 2 y hallar su punto
de interseccién A = (16,9797...; 2):

g \

A

; } ; bt [
5000 S 10 15 20 25
16,9797...
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Es importante que los/as estudiantes dispongan también de una resolucién algebraica y
que junto con la resolucién funcional estén disponibles en las carpetas como fuente de
informacién para el estudio:

1
4-096 =2=096 = =x=log,, (3)= ) =16,9797...

2 In 0,96

Estudio de la funcion exponencial: ceros, crecimiento, decrecimiento, imagen, positividad,
negatividad, asintota

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:

* Analizar las variaciones del grifico de una funcién exponencial en relacién con las
variaciones de su férmula.

* Reconocer e interpretar la relacién entre los valores de los pardmetros de la férmula
de una funcién exponencial y su gréfico: ecuacién de la asintota horizontal, determi-
nacién acerca de su crecimiento, andlisis de la existencia de ceros, conjunto imagen.

e Verificar las anticipaciones realizadas respecto de las caracteristicas del grafico de una
funcién exponencial.

Problema
Consideren la funcién cuya férmula es f(x) = (i)fx - 8.

2
a) Anticipen todas las caracteristicas posibles del grifico de la funcién.

b) Hallen los elementos necesarios para verificar si las anticipaciones que hicie-
ron en la parte a) eran correctas o no.

Las caracteristicas del problema propuesto hacen que sea una situacién propicia para que
los/as estudiantes resuelvan en grupos, debido a su potencialidad para generar debate y
poner a prueba las anticipaciones.

Se espera que una de las caracteristicas que los/as alumnos/as identifiquen sea la asintota
horizontal, aunque no todos/as puedan escribir la ecuacién y = -8. Para determinar si la
funcién tiende a -8 cuando x tiende a +c0 0 a —co, es necesario tener en cuenta su mono-
tonfa, o bien realizar un andlisis de los valores de f(x) a medida que x se hace infinitamente
grande o chico, por lo que no todos/as podrdn decidirlo en este momento.

Debido a la forma en que estd escrita la férmula de la funcién, es posible que varios/as
estudiantes consideren que como la base es menor que 1, la funcién serd decreciente, sin
tener en cuenta que el exponente es —x. Esta cuestién serd importante para considerar en
un espacio colectivo de trabajo, proponiendo una reescritura de la férmula a partir de las
propiedades de las potencias:
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f=(5)-8=2""-8=2"-8

A partir de la reescritura que vincula a la expresién con la utilizada habitualmente para
definir este tipo de funcidén, podrd considerarse que la base es 2, y que por ser mayor que
1, la funcién es creciente. Al crecer y tener por asintota a la recta y = -8, los valores de f/(x)
tienden a -8 cuando x tiende a —oo. Otra manera de determinar el comportamiento de la
funcién respecto de la asintota consiste en analizar que 2” tiende a 0 a medida que x tiende
a —oo, luego 2° - 8 tiende a -8 cuando x tiende a —co.

Resulta importante que las dos formas de resolucién anteriores queden registradas en el
pizarrén y en las carpetas, junto a una reflexién acerca de que no alcanza con solo mirar
la base de una funcién exponencial. Es necesario tener en cuenta el exponente, es decir,
tener una mirada global de la férmula.

Una vez analizado el crecimiento de la funcién y la existencia de la asintota, no resulta
complejo determinar su conjunto imagen. En este caso, serd el intervalo (-8; +0).

En cuanto a la existencia de raices de la funcién, hay distintas maneras de concluir que
habrd una:
* Si el conjunto imagen de la funcién es (-8; +o0) y la funcién es (estrictamente) cre-

ciente, hay un solo punto donde la grifica de la funcién interseca al eje x.

* La ecuacién (%)x - 8 =2 -8 =0 tiene una tnica solucién. Esta afirmacién puede

justificarse a partir de determinar que el dnico valor de x que verifica la igualdad es
3. La solucién puede obtenerse por inspeccién de la ecuacién o utilizando alguna

técnica de resolucion de ecuaciones.

El andlisis colectivo de las distintas maneras de analizar y hallar algunos elementos del
grifico de la funcién permite que circulen en la clase diferentes miradas y que surja la
posibilidad de seleccionar aquellas estrategias mds convenientes en funcién del problema
a resolver.

Estudio de la funcion logaritmica: ceros, crecimiento, decrecimiento, imagen, positividad,
negatividad, asintota

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Determinar la/s asintota/s de una funcién logaritmica y analizar el comportamiento
de la funcién “cerca” de ella/s.
e Hallar el conjunto de ceros de funciones logaritmicas, resolviendo la ecuacién
correspondiente.
e Producir el grafico de funciones logaritmicas para hallar sus conjuntos de positividad
y negatividad, los intervalos de crecimiento o decrecimiento.
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Problema
Consideren la funcién cuya férmula es f(x) = log, (x* - 4x) - 8,

a) hallen su dominio, asintotas, conjuntos de ceros, positividad y negatividad
y cualquier otro elemento que consideren necesario para realizar su grafico;

b) hagan un grifico aproximado de la funcién £

La situacién planteada propone realizar el grafico de una funcién logaritmica que no re-
sulta conocido vy, por lo tanto, es dificil de prever su comportamiento. Como la fé6rmula
no es una composicién de una funcién logaritmica con una lineal, serd necesario hallar los
elementos que solicita el problema para tener una idea de como serd el grafico. El proble-
ma puede ser resuelto en parejas.

Para hallar el dominio de la funcién es posible que algunos/as estudiantes planteen que
el argumento del logaritmo no puede ser cero, y obtengan como dominio el conjunto
R - {0; 4}. Seguramente, esta estrategia esté relacionada con alguna nocién construida
por los/as estudiantes que indica que los valores de la variable que anulan el argumento
estdn vinculados con la asintota vertical y que, por lo tanto, no pertenecen al domi-
nio. También es posible que extrapolen una regla utilizada en el marco del trabajo con
funciones racionales, donde es necesario excluir del dominio los valores que anulan el
denominador.

Otros/as alumnos/as seguramente planteardn la condicién correcta y no logrardn resolver
la inecuacién, o lo hardn de manera incompleta o incorrecta.

En todos los casos, lo que hayan pensado a propésito del problema serd un insumo para
un espacio de debate acerca de distintos asuntos:

* cémo determinar el dominio de una funcién logaritmica;

* cémo resolver una inecuacién cuadrdtica.

La discusién puede estar centrada en recordar la definicién de logaritmo para dar sentido
al dominio:

Si 4 es un elemento del conjunto imagen de la funcién, entonces existe un valor de
x para el cual se cumple que z = log (x* - 4x), es decir que verifica que 27 = x? - 4x.
Como 2" > 0 para todo valor de , la ecuacién solo tendré solucién si x> - 4x > 0.
También pueden vincularse las escrituras anteriores con que la funcién logaritmica es
la inversa de una exponencial, por lo que la imagen de esta exponencial (]R>O) coincide
con el dominio de su inversa.

En cuanto a la resolucién de la inecuacidn, el/la docente podrd evocar junto a los/as
alumnos/as una estrategia de resolucién algebraica y una funcional, y obtener que
Dom(f) = (-o0;0) U (4; +o0). En términos del grafico, es posible afirmar que se va a
ubicar en las zonas sombreadas siguientes:

Progresiones de los aprendizajes | Escuela Secundaria. Ciclo Orientado | Matematica



<

T 4 3 2 o0

-3

2+

=3+

41

y

Las ecuaciones de las asintotas verticales suelen ser halladas por los/as estudiantes de ma-
nera algoritmica, igualando el argumento a cero. Puede plantearse una discusién colectiva
para analizar por qué esos valores efectivamente estdn relacionados con las ecuaciones de

las asintotas.

El/la docente podrd sugerir la construccién de una tabla de valores a medida que la varia-
ble independiente tiende a 0 por la izquierda y a 4 por la derecha. Por ejemplo:

-0,1 -1,286304185 ... 4,001 -7,965423656...
-0,01 -4,640253953... 4,00001 -14,60963687...
-0,001 -7,965423656... 4,000001 -17,93156821...
-0,0001 -11,28767631... 4,0000001 -21,25349666...
-0,00001 -14,609630687... 4,000000001 -27,89735285...
-0,000001 -17,93156821... 4,0000000001 -31,21928095...
-1.10" -47,82892142 4+ 10" -34,54120904...

Si la notacién de limite se hubiese presentado al trabajar con funciones racionales o ex-
ponenciales, serd posible retomarla. En caso contrario, el/la docente podrd presentarla en
esta ocasién, registrando en el pizarrén lo siguiente:

de la siguiente manera:

lim f(x) = -0

x—0"

l1rr41f(x) = —oo

Situaciones didacticas e intervenciones docentes

A medida que los valores de x tienden a 0 por la izquierda o a 4 por la derecha, los
valores de sus imdgenes son negativos y cada vez menores. Esto puede simbolizarse

Desde el punto de vista del gréfico de la funcién, los limites anteriores implican que
cuanto mds se acercan los valores de x a 0 o a 4, las imdgenes seguirdn decreciendo,
por lo que la curva se ird “pegando” a las rectas x = 0 y x = 4, asintotas verticales de la
funcién, aunque no llegard a tocarlas. Esto se debe a que esos valores de la variable
no pertenecen al dominio de la funcién.




Los limites y el dominio permiten saber mds caracteristicas del grifico, que pueden volcar-
se en un sistema de coordenadas.

Para hallar las raices, posiblemente los/as estudiantes logren escribir la ecuacién correcta,
aunque luego muestren dificultades para resolverla.

En la puesta en comdn serd posible debatir acerca de cémo utilizar la definicién de loga-
ritmo para luego resolver la ecuacién cuadrdtica que resulta.

Si log, (x* - 4x) = 0, entonces resulta que x° - 4x = 2° = 1. De aqui se obtiene que el
conjunto de ceros es C° ={2 -v5; 2 +V/5 }. Uniendo estos datos con el grifico esquemitico
anterior y teniendo en cuenta que la funcién es continua fuera de los entornos que inclu-
yenax =0y x =4, puede determinarse que los conjuntos de positividad y negatividad son

C =(-0032-V5) U2 +V5; +00) yC = (2 -V5;0) U (452 +/ 5).

Con estos datos es posible completar el gréifico.

Equivalencia de formulas y uso de propiedades

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Reconocer y aplicar propiedades de los logaritmos.
* Analizar el dominio de una funcién logaritmica.
* Determinar si dos expresiones son equivalentes.
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Problema
Decidan, justificando su respuesta, si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa para
cualquier valor de x:

log, [(2 - 4x)°] = 2log, (2 - 4x)

El problema que se propone permite poner en discusién la aplicacién de propiedades de
los logaritmos, que solo son vilidas bajo ciertas condiciones.

Si bien muchos/as estudiantes seguramente logrardn interpretar que se ha aplicado una
propiedad, no todos/as tendrdn en cuenta que los dominios de validez de cada una de las
expresiones son diferentes.

El/la docente podra optar por realizar una breve discusién colectiva durante la resolucién
acerca de qué significa que dos expresiones son equivalentes, es decir que coinciden para
todo valor posible de la variable. Posiblemente, a partir de este conocimiento, algunos/as
modifiquen su estrategia de andlisis.

Como ya se ha discutido a propésito de otros problemas, estas situaciones pueden resol-
verse desde un marco algebraico o desde uno funcional. Estos marcos se retroalimentan y
dotan de sentido al objeto matemdtico en cuestién, por lo que una tarea de la/el docente
serd ponerlos en relacién.

El andlisis algebraico parte de la idea de que no alcanza con mostrar que las férmulas coinci-
den a partir de la aplicacién de una propiedad, sino que ademds los dominios de definicién
de ambas férmulas deben ser los mismos. En este caso puede observarse, por ejemplo, que
el primer miembro de la expresién estd definido para x = 1:

log,[(2 - 4-1)°] =log, (-2)*=log, 4 =1,
mientras que el segundo miembro no lo esté:
2log, (2 -4 -1)=2log, (-2)

Este valor de la variable funciona como un contraejemplo de la igualdad: no es verdad que
las dos expresiones son equivalentes porque no son iguales para x = 1.

Ahora bien, mds alld de haber obtenido la respuesta, el/la docente podrd proponer otro
andlisis, que consiste en determinar el conjunto de valores posibles para la variable inde-
pendiente, para el cual la igualdad es verdadera. Aunque la aplicacién de la propiedad es
“correcta” —aunque solo vale para valores de la variable que pertenecen al dominio—, el
primer miembro estd definido para el conjunto R—{%}, mientras que el segundo lo estd
para el intervalo (—oo; %) . Entonces, el mayor conjunto para el cual ambas expresiones es-

tdn definidas es (—oo; %) . Considerando este dominio, las expresiones si son equivalentes.
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No se espera que este tltimo andlisis sea desarrollado por los/as estudiantes solos/as si
nunca trabajaron con un problema similar. Si se lo considera como una situacién de ense-
fianza, el/la docente puede comandarlo y realizarlo junto con los/as estudiantes. Una vez
obtenidas las conclusiones, pueden registrarse en el pizarrén y en las carpetas. El siguiente
es un ejemplo:

Dos expresiones son equivalentes si son iguales para todos los valores posibles de la
variable. Para eso se tienen que cumplir dos cuestiones:
* que una de las expresiones pueda transformarse en la otra a través de cdlculos
y/o la aplicacién de propiedades;
* que se considere un conjunto de valores de la variable para el cual ambas expre-
siones estén definidas.

Otra manera de analizar si las férmulas son equivalentes es considerando las funcio-
nes que definen f(x) = log, [(2 - 4x)*] y g(x) = 2log, (2 - 4x). El uso de un graficador
permite visualizar que las grificas comparten solo una rama. Esto se debe a que los
dominios naturales de ambas funciones no coinciden, por lo que las férmulas no de-
finen la misma funcién.

e
Iy ¥

La mirada funcional da lugar a buscar explicaciones algebraicas que den sentido a aque-
llo que se visualiza, como sucedi6 en este caso con el cdlculo de los dominios de ambas
funciones.

Funcion trigonomeétrica

El Diserio Curricular vigente plantea la ensefianza de las razones trigonométricas en 3.° afo.
Se propone un tratamiento geométrico a partir de considerar las distintas razones invariantes
que se pueden definir en una familia de tridngulos rectingulos semejantes. Por otro lado, en
5.°afio se plantea la ensenanza de las funciones trigonométricas, en el eje Algebra y funciones.
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Estos dos sentidos trigonométricos necesitan ser relacionados entre si, para que los/as
estudiantes comprendan que los valores de las razones trigonométricas dependen de
uno de los dngulos agudos del tridngulo y no de la longitud de sus lados. La extensién
del dominio de las funciones a cualquier dngulo requiere independizarse de los tridn-
gulos para pensar en las coordenadas de un punto que pertenece a la circunferencia
trigonométrica, considerando la cantidad de “giros” sobre ella que se quiera.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan situaciones de ensefianza referidas al estudio de las funciones
trigonométricas que toman en consideracion tres asuntos principales a abordar con los/as
estudiantes: Razones trigonomeétricas en un trz'ﬂ'ngu/o recm'ngu/o y funcz'ones trigonomeétricas,
Andlisis y bisqueda de soluciones de ecuaciones trigonométricas'y Problemas que se modelizan
mediante funciones trigonométricas.

Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo y funciones trigonométricas

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Relacionar las funciones trigonométricas con las razones trigonométricas de un dngu-
lo agudo en un tridngulo rectdngulo.
* Analizar si un conjunto de condiciones que involucra valores de razones trigonomé-
tricas puede definir un tridngulo rectdngulo.

Problema
Decidan, en cada caso, si existe un tridngulo rectdngulo que verifique las condiciones
pedidas. Si existe, hallen las medidas de sus lados. Si no, expliquen por qué.
 Un tridngulo rectdngulo que no es isdsceles y tiene un dngulo agudo B tal que
tanf3 = 1.
e Un tridgngulo rectangulo con un dngulo agudo o, tal que sena = 2, el cateto opues-
to a o sea de 2 unidades de longitud, y la hipotenusa, de 3 unidades.

Se presenta la parte a) del problema para que los/as estudiantes la resuelvan en pequenos
grupos.

Se espera que escriban el cociente que representa la tangente del dngulo $ como

tanf = Czj::’a‘;';;‘f;‘zeaa% , aunque es posible que le asignen alguna variable que represente
a cada uno de los catetos y/o que hagan una figura de andlisis. Es esperable también que
algunos/as de los/as alumnos/as no puedan seguir, mientras que otros podrdn analizar
cémo deben ser los catetos cuando el valor de la tangente es 1. La puesta en juego de estas
estrategias por parte de los/as estudiantes resulta suficiente para proponer un espacio de

discusién colectiva.
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La puesta en comuin puede retomar el cdlculo para la tangente y analizar que para que
esta valga 1, los catetos deben tener la misma longitud. Si esto ocurre, el tridngulo serd
isésceles, lo que contradice los datos dados en el problema. Luego, no existe un tridngulo
rectdngulo que verifique las condiciones dadas.

En caso de utilizar la calculadora, obtener un dngulo de 45° y suponer que otro mide 90°
lleva nuevamente a que el tridngulo es is6sceles.

Como parte de la discusion, el/la docente podrd poner en relacién las dos formas de resol-
ver, y proponer una caracterizacién de los tridngulos rectdngulos is6sceles como aquellos
que tienen un dngulo cuya tangente vale 1.

La parte b) permite poner en discusién que hay infinitos tridngulos rectdngulos con un
dngulo cuyo seno vale %, todos semejantes entre si.

Si bien en un primer momento es esperable que los/as estudiantes afirmen que es el tnico
tridngulo posible y que hallen la medida del lado faltante, V5, sin dificultad, esta resolu-
cidn se constituird en un punto de apoyo para proponer un debate acerca de la existencia
de otros tridngulos.

Si ningin/a estudiante hubiese concluido que existe mds de un tridngulo que verifica las

condiciones dadas, el/la docente podrd proponer analizar uno con un cateto opuesto a o

de 6 unidades y una hipotenusa de 9. El cilculo del seno dard % = %, lo cual permite
analizar que el seno de o vale % porque el cociente que permite calcularlo se puede sim-

plificar para obtener ese valor. Luego de analizar otros tridngulos en los que sena = %,

podrdn concluir que tendrd ese valor siempre que el cateto opuesto a « mida 24 y la
hipotenusa, 34, donde k es un ndmero positivo. En ese caso, el cateto adyacente medird
V (Bk)? - (2k)? Vor - 4j2 =_\/§/e. Luego, la familia de tridngulos que tiene lados pro-

porcionales a 2, V5 y 3, tendrdn un 4ngulo agudo cuyo seno vale 2. El/la docente podrd

relacionar este hecho con la semejanza de tridngulos y volver sobre la definicién de las

razones trigonométricas.

Analisis y busqueda de soluciones de ecuaciones trigonomeétricas

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Expresar una ecuacién en términos de una tnica funcién trigonométrica.
* Anticipar la existencia o no de soluciones.
* Hallar el conjunto solucién de la ecuacién algebraica o funcionalmente.
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Problema
Resuelvan la ecuacién cos x = 2 - sen (% - x), con x € R.

La ecuacién presentada constituye un problema interesante para resolver en clase y dis-
cutir con los/as estudiantes los pasos necesarios para obtener la solucidn, tanto desde el
marco algebraico como desde el funcional.

Se sugiere que los/as estudiantes resuelvan el problema en pequefos grupos.

El primer paso en la resolucién algebraica consiste en determinar que es necesario que la
ecuacién esté expresada en términos de una sola funcién trigonométrica. Por este motivo,
luego de un periodo de exploracién, el/la docente puede plantear un primer espacio de
discusién acerca de por qué es necesario y cémo lograrlo.

Si estuviera disponible la relacién entre el seno y el coseno de dngulos que suman 7, la
sustitucién de sen (l - x) por cos x serfa rdpida. Si no lo estd o si requiere ser recuperada,
entonces el/la docente deberd proponer alguna situacién que permita hacerlo.

Por ejemplo, si el valor de x estd entre 0 y 7, ambos dngulos pueden considerarse como

los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo. Por ejemplo:

=

A partir de las razones trigonométricas es posible establecer:

b ( T ) b

cosx=-2ysen (% - x)=-2

a Y 2 a
Luego, para los valores de x considerados, la relacién es verdadera. Sin embargo, es nece-
sario mostrar que la relacién es vélida para cualquier dngulo. Como puede suceder que a
esta altura los/as estudiantes no conozcan cémo hallar el seno de una diferencia, existe la
posibilidad de apoyarse en un marco funcional para analizar que las dos férmulas definen

la misma funcién, aunque no constituya una validacién.
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Por ejemplo, se podrd proponer analizar los grificos de las funciones de dominio Real

F@) = cos xy glx) = sen (% - x).
\ \
A A
A : . 3 ! A : 2 = s >

Si los/as estudiantes hubieran trabajado anteriormente con “corrimientos” de los gréficos
de funciones, el/la docente podrd proponer analizar que el gréfico de g(x) = sen (% - x) se

obtiene a partir del grifico de la funcién seno, desplazdndolo 7- unidades hacia la derecha
y haciéndolo simétrico respecto del eje y. Esas transformaciones lo convierten en el grafico

Y

de la funcién coseno.

Una vez que la ecuacidn sea expresada en términos de una sola funcién trigonométrica,
los/as estudiantes estardn en condiciones de elaborar una solucién algebraica. Por ejemplo:

cosx=2—sen(%— )

COSX = 2 — COS X
cosx =1
x=Fk -2, FEZL

La resolucién desde un marco funcional no requiere realizar transformaciones en la ecua-
cién y puede hacerse buscando los puntos de interseccién entre las funciones definidas por

las férmulas f(x) = cos x y g(x) = 2 - sen (% - x):

A

r Br 2t Sk 3 Jr  4n 9x
2 2 2 2 2
=1+
4

Resulta esencial que el/la docente ponga ambas formas de resolucién en didlogo.
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Problemas que se modelizan mediante funciones trigonométricas

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Vincular los datos de un problema situado en un contexto extramatemdtico con los
valores de los pardmetros de una funcién trigonométrica.
* Vincular los datos de un problema situado en un contexto extramatemdtico con los
puntos del grifico de una funcién trigonométrica.
e Utilizar la periodicidad de la funcién para hallar distintos valores con la misma
imagen.

Problema

Un parque de diversiones tiene una vuelta al mundo de 111 metros de didmetro que
gira a velocidad constante. La parte inferior de la vuelta al mundo estd a # metros del
suelo. Un asiento empieza la vuelta en la parte inferior de la vuelta al mundo.

suelo k

El juego tarda 16 minutos en dar una vuelta completa.

a) Sabiendo que el asiento estd a 117 metros del suelo a los 8 minutos, hallen el

valor de 4.

La funcién que representa la altura del asiento a los # minutos de haber iniciado la

vuelta estd dada por f: [0; 32] > R/ f() =61,5 + a cos(%t).

b) Hallen el valor de 4.

¢) Determinen en qué momento el asiento se encontrard a 30 metros del suelo
por tercera vez.

El problema en cuestién permite poner en juego conocimientos ya elaborados acerca de
funciones trigonométricas para resolver una situacién en un contexto extramatemdtico.

Se propone que los/as estudiantes trabajen en pequenos grupos y que comiencen por re-
solver la parte a).

La resolucién de esta parte requiere interpretar el significado del periodo de la funcidn,
dado como dato. Si bien es posible que los/as estudiantes logren hallar el valor de 4, es
importante poder explicitar en un espacio de discusién colectiva cémo fue obtenido. Para
eso, luego de un momento de trabajo grupal, es posible proponer una puesta en coman.
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El/la docente podrd considerar algunas resoluciones que los/as estudiantes hayan desa-
rrollado, haciendo hincapié en la validacién de las estrategias. Se espera que reconozcan
que si el periodo de la funcién —el tiempo que tarda en dar una vuelta completa— es de
16 minutos, entonces a los 8 minutos el asiento dard media vuelta, pues gira a velocidad
constante, y se ubicard en el punto médximo de la vuelta al mundo. Luego, si la altura
mdaxima es de 117 metros y el didmetro de la vuelta al mundo es 111 metros, la altura
inicial del asiento serd de 117 — 111 = 6 metros.

Los/as estudiantes podrdn resolver la parte b) del problema en los mismos grupos.

En este caso, las estrategias posibles consisten en considerar uno de los puntos que per-
tenecen al grafico de la funcién para hallar el pardmetro faltante a partir de él. Los/as
estudiantes podrdn elegir uno entre (0; 6), (8; 117) o (16; 6), donde el segundo de ellos
estd dado de manera explicita en el problema, mientras que los otros dos se obtienen a
partir del valor de £y la nocién de periodicidad.

Las ecuaciones que se obtienen, en cada caso, son las siguientes:

6=61,5+a-cos0
117 = 61,5 + a- cos (n)
6 = 61,5+ a-cos (2n)

Luego, 2 = -55,5 y la férmula de la funcién resulta /() = 61,5 - 55,5 cos (%t).

Cuando se discuta con los/as estudiantes cémo resolvieron este item, el/la docente podrd
proponer un andlisis que permita comprender por qué con cualquiera de las tres ecuacio-
nes se obtiene el valor del pardmetro faltante.

Resulta importante volver sobre las partes a) y b) y proponer una reflexion acerca de los
datos que fueron necesarios utilizar en cada caso, diferenciando los vinculados al contexto
de los que requieren del uso del modelo. Por ejemplo, que a los 8 minutos la altura del
asiento es de 117 metros es un dato del problema. Pero que en ese instante el asiento se
encuentra en la parte mds alta del juego es un dato que se obtiene del modelo.

La resolucién de la parte ¢) puede hacerse desde un marco algebraico o uno funcional. La
resolucién algebraica requiere resolver la ecuacién 61,5 - 55,5 cos (%t) = 30:

61,5 - 55,5 cos (lt) =30

8
cos (%t) = %

Una vez obtenido el valor del coseno, los/as estudiantes deben tener en cuenta dos cues-
tiones: que el valor del dngulo estd dado en radianes y que se trata de hallar el tercer valor
del dominio para el cual el coseno tiene el valor hallado.
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Usando la calculadora se obtiene %t = 0,9672478853..., t = 2,463076514..., que es el

primer valor de # para el cual el asiento estd a 30 metros de altura.

Si se usa el contexto de la vuelta al mundo, se puede observar que hay dos momentos en
la primera vuelta en los que el asiento estd a 30 metros de altura:

U 30 m

La tercera vez que esto ocurre es en la segunda vuelta, y el valor se obtiene al sumar un

periodo al primer valor de # ¢ = 2,463076514... + 16 = 18,463076514...

Se puede discutir la importancia de la precisién necesaria para los datos. Al utilizar la
calculadora, se hallan valores decimales cuyas expresiones no entran en la pantalla, por lo
que deberdn ser redondeados. Se podrd plantear que el uso de la fraccién implica que el
valor es exacto, mientras que si se lo redondea, a mayor cantidad de decimales, menor serd
el error que se comete.

Desde un marco funcional, se trata de hallar el tercer valor del dominio en el que se in-
tersecan las funciones f'(z) = 61,5 - 55,5 cos (%t) y 2(#) = 30, indicado como el punto A.

120
100
80T
601

40T

\ C

B A
4
201
< 10 15 20 % 30 >
A

El uso de la funcién y el contexto de la vuelta al mundo, y la bisqueda de puntos de in-
terseccién entre dos funciones de manera independiente del contexto, son dos estrategias
interesantes para analizar junto con los/as estudiantes. Resulta importante que ambas
resoluciones queden registradas, junto con un anilisis de la relacién entre ellas.
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Geometria y medida

Los contenidos geométricos que se proponen trabajar en el Ciclo Orientado abarcan la
semejanza de figuras y el teorema de Thales, las razones trigonométricas, las posiciones
relativas entre una recta y una circunferencia, y dngulos en circunferencias. Un objetivo
prioritario y transversal de este eje es que los/as estudiantes contintien desarrollando un
pensamiento de cardcter deductivo, debido a que la geometria se constituye en un campo
privilegiado para lograrlo.

En este apartado no consideraremos intervenciones de ensefianza para las razones trigo-
nométricas, porque fueron tratadas en el eje Funciones y dlgebra, en conjunto con las
funciones trigonométricas.

Intervenciones de ensenanza

A continuacién, se presentan situaciones de ensefianza referidas al teorema de Thales y
a dngulos en circunferencias que consideran tres asuntos principales a abordar con los/as
estudiantes: Modelizacion de problemas que se pueden resolver mediante el teorema de Thales
Yo la semejanza de tridngulos, Angulos inscriptos en una semicircunferencia'y Rectas tangentes
a una circunferencia.

Modelizacion de problemas que se pueden resolver mediante el teorema de Thales
y/0 la semejanza de triangulos

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Modelizar un problema situado en un contexto extramatemadtico mediante tridngulos.
* Analizar y decidir si dos tridngulos son semejantes.

Problema

Un poste vertical de 6 metros de altura proyecta una sombra de 4 metros de longitud.
A la misma hora, una torre cercana proyecta una sombra de 28 metros de longitud.
Hallen la altura de la torre.
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La situacién que se presenta corresponde a uno de los primeros tipos de problemas en
contextos extramatemdticos que abordan la semejanza y que se suelen proponer a los/as
estudiantes. Ademds de la resolucién matemadtica en si, uno de los propédsitos consiste en
analizar de qué manera es posible modelizarlo.

El/la docente podrd proponer la resolucién del problema en pequenos grupos. En un pri-
mer momento se espera que los/as estudiantes realicen figuras de andlisis. En caso de que
no las hagan, el/la profesor/a podrd proponer un espacio de debate acerca de su necesidad
y de las caracteristicas que deberian tener. También se podrian socializar algunos esquemas
que hayan surgido, sean o no adecuados, y ponerlos en discusién.

La construccién de las figuras de andlisis conlleva cierta reflexién, en el sentido de que al-
gunos de sus elementos no requieren de precision en el dibujo, aunque si resulte necesario

que representen y establezcan ciertas relaciones.

En este caso resulta importante elaborar que ambas situaciones se pueden representar me-
diante tridngulos rectdngulos:

6m

4m 28 m

Otro hecho fundamental, y sin el cual el problema no puede resolverse, es desentranar
el significado de que las mediciones fueron tomadas a la misma hora. Es posible que sea
el/la docente el que tenga que explicitar cémo se traduce este hecho en cada uno de los
tridngulos. Es decir, que el dngulo que forma el sol con la vertical es el mismo en ambos
casos. Esto permite saber que los dngulos ACB y DFE tienen la misma amplitud, por lo
que también son congruentes entre si los dngulos CBA y FED. Al tener sus tres dngulos
congruentes, los tridngulos ABC y DEF son semejantes.

El andlisis anterior deberia quedar registrado en las carpetas de los/as estudiantes, para que
sirva de ejemplo de como se espera que expliciten las relaciones que permiten afirmar que
los tridngulos son semejantes.

El resto de la resolucién del problema puede realizarse planteando las razones entre longi-
tudes de los lados, como por ejemplo la siguiente:

6 _IDF| _ =g
el 6 = |DF | = 42
|AB| |DE| 4 28 | DF|
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Los/as estudiantes también podrin notar que si los tridngulos son semejantes y la longitud
del segmento DE es 7 veces la del segmento AB, entonces la longitud de DF tiene que ser

7 veces la de AC, es decir 6 m - 7 = 42 m.

Angulos inscriptos en una semicircunferencia

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
 Hallar la medida de dngulos en figuras que incluyen circunferencias mediante el and-
lisis de las propiedades de tridngulos.
* Generalizar las relaciones halladas en un caso particular a cualquier circunferencia y
cualquier dngulo construido bajo estas condiciones.

Problema
Dada la siguiente circunferencia de centro O y didmetro AB, ubicd un punto P tal

que el dngulo APB mida 90°.

El problema planteado se trata, en un comienzo, de una situacién de exploracién en la que
los/as estudiantes podran ir analizando la medida del dngulo APB para distintas posicio-
nes de P. Por ello, resulta conveniente que trabajen en pequefios grupos. Esta exploracién
puede ser hecha “a mano” o utilizando un programa de geometria dindmica. Podrdn mar-
car puntos en distintas ubicaciones y obtener las medidas de los dngulos APB.
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Es posible que luego de analizar la relacién entre la ubicacién del punto P y las amplitudes
de los dngulos, algunos grupos generalicen aquello que observan y lo formulen de distin-
tas maneras. Por ejemplo:
* A medida que el punto P se acerca al didmetro, la amplitud del dngulo se va
agrandando.
 Cuanto mds lejos del didmetro esté el punto P, mds chico es el dngulo.
* SiP es exterior a la circunferencia, el dngulo es agudo. Si P pertenece a la circunferen-
cia, el dngulo es recto, y si estd en el interior del circulo, es obtuso.
e El dngulo es recto si P pertenece a la circunferencia.

Aunque no todas las afirmaciones responden al pedido del problema, todas abonan a ha-
llar la relacién que se busca.

El/la docente podrd recorrer los grupos interviniendo para que los/as estudiantes intenten
validar sus generalizaciones. Si bien no es simple, no se requiere que lo hagan de manera
acabada. En un espacio de discusién colectiva, el/la docente podrd traccionar las explica-
ciones hacia una validacién mds formal.

Conviene comenzar por acordar cudles son las conjeturas elaboradas, y retener las si-
guientes, en el orden propuesto. Este orden se debe a que cada una serd utilizada en la
validacién de las posteriores.

1) Si el punto P pertenece a la circunferencia de centro O y didmetro AB, el 4n-
gulo APB mide 90°.

2) Si el punto P es exterior a la circunferencia de centro O y didmetro AB, el dn-
gulo APB mide menos de 90°.

3) Si el punto P es interior a la circunferencia de centro O y didmetro AB, el dn-

gulo APB mide mds de 90°.

El/la docente podrd dirigir una validacién conjunta con los/as estudiantes, en la que la
escritura quede a su cargo. Esta decisién se debe a que es necesario trazar un radio como
elemento auxiliar, uno de los asuntos mds complejos en las validaciones geométricas. Lue-
go del trazado, los/as estudiantes podrdn tener un tiempo para pensar.

La validacién se hard con ldpiz y papel, sin utilizar la computadora, cuestién que requiere
de un espacio de discusién con los/as estudiantes.
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Se espera que puedan identificar que los tridngulos APO y OPB son isdsceles, por tener
cada uno dos lados que son radios de la circunferencia. Algunos/as podran avanzar iden-
tificando los dngulos congruentes.

Frente al pedido de la/el docente de analizar los dngulos de los tridngulos, seguramente
los/as estudiantes identificardn aquellos que son congruentes, lo que podrd ser anotado en
el diagrama.

Se podrd preguntar si es posible hallar los dngulos faltantes de cada tridngulo. Es esperable
que los/as estudiantes adviertan que no es posible determinar su medida exacta pero si
que pueden ser expresados mediante letras que indiquen que miden lo mismo, aunque
seguramente en un caso lo hagan en funcién de « y, en el otro, en funcién de B. Si bien
no es incorrecto ni impide resolver el problema, no resulta conveniente y es interesante
discutir por qué.

Asi, expresardn la medida del dngulo POA como 180° - 2. A partir de aqui puede su-
ceder que algunos/as estudiantes reconozcan que el dngulo BOP es suplementario con el
dngulo POA, por lo que decidan que su magnitud es 2o. También habrd estudiantes que
expresen la amplitud del dngulo BOP como 180° - 28, en cuyo caso serd necesario rela-
cionar ambas y asi poder expresar 8 en funcién de o:

180° - 20 = 20 = o + = 90°, que es la magnitud del dngulo APB.

Otra manera de llegar a esta misma conclusion es a partir de identificar que el 4ngulo con
vértice en P estd formado unicamente por o y por B, por lo que la suma de los dngulos
interiores del tridngulo APB es: oo + (o + ) + = 180° = o + § = 90°.

Una vez que se llega a la conclusién de que el dngulo APB mide 90° cuando el punto P
pertenece a la circunferencia, resulta importante reflexionar acerca de la generalidad de
esta propiedad: al no haber fijado la ubicacién del punto ni haber medido, se trata de un
resultado que vale siempre bajo las condiciones dadas.

Aunque la propiedad ya estd validada, es un ejercicio valioso ver por qué el dngulo no pue-

de ser recto si el punto es exterior o interior a la circunferencia. No es habitual considerar
esta situacién, pero aporta mucho a la construccién de estrategias de validacién.
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Por ejemplo, si se considera un punto Q exterior a la circunferencia, se obtiene el siguiente
diagrama, donde P es la interseccién entre el segmento QB vy la circunferencia:

Q

¥

Si se traza el segmento AP, sabemos que el dngulo APB es recto por lo validado anterior-
mente, al igual que el dngulo APQ), adyacente a él.

Q

¥

Resulta asi que el tridngulo APQ es rectdngulo en P, por lo que sus otros dos dngulos ne-
cesariamente son agudos. Luego, el dngulo AQB no es recto, sino agudo.

Del mismo modo, si el punto Q es interior a la circunferencia, se prolonga el segmento
AQ, que interseca a la circunferencia en P,

(b

El 4ngulo APB es recto, por lo que BQP es agudo. Luego, como el dngulo AQB es el su-
plemento del dngulo BQP, entonces serd obtuso y no recto.

A lo largo de lo desarrollado, no solo se ha validado que un dngulo determinado por un
punto P de la circunferencia y los extremos de un didmetro de la misma (distintos de P)
es recto, sino que fue posible acceder a las razones acerca de por qué si se forma un dngulo
recto con lados que contienen a los extremos de un didmetro, el vértice necesariamente
tiene que pertenecer a la circunferencia. También fue posible clasificar al dngulo que que-
da determinado si el punto P es exterior o interior a la circunferencia.
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A partir de la realizacién de actividades como la propuesta, es posible trabajar al mismo
tiempo sobre la exploracién, la elaboracién de conjeturas y su validacién, sobre como es-
cribir una explicacién y cémo elaborar un argumento.

Al finalizar el trabajo con este problema puede registrarse la propiedad en el pizarrén y en
las carpetas:

Si los lados de un dngulo inscripto en una circunferencia la intersecan en los extre-
mos de un didmetro, entonces el vértice del dngulo es un punto de la circunferencia.

A su vez, si los lados de un dngulo recto intersecan una circunferencia en los ex-
tremos de uno de sus didmetros, entonces el vértice del dngulo es un punto de la
circunferencia.

Rectas tangentes a una circunferencia

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Reconocer que si una recta es tangente a una circunferencia, forma un dngulo recto
con el radio que corresponde al punto de tangencia, y viceversa.

Problema

En la siguiente figura, las rectas que contienen a los segmentos AP y BP son tangentes
a la circunferencia de centro O. Si |APAB| = 50°, hallen las amplitudes de los dngulos
interiores de los tridngulos OAB y APB.

A

El problema se puede proponer para trabajar en parejas.

Mientras resuelven, el/la docente puede recorrer los grupos, interviniendo en caso de que
los/as estudiantes no puedan avanzar en la resolucién. Podrd sugerir que revisen en sus
carpetas si alguna de las relaciones o propiedades vistas pueden servirles, esperando que
puedan recuperar que la recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio de
la circunferencia que tiene un extremo en el punto de tangencia.
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Luego de un tiempo, podrd proponer un espacio de discusién colectiva.

En un primer momento, el/la docente podrd preguntar qué cuestiones tuvieron en cuenta
para la resolucién. Se espera que expliciten al menos las siguientes relaciones:
* Los dngulos OAP y OBP son rectos por estar determinados por una recta tangente a
la circunferencia y el radio correspondiente al punto de tangencia.
e El tridngulo OAB es is6sceles porque dos de sus lados son radios de la misma circun-
ferencia. Luego, los dngulos OAB y ABO tienen la misma amplitud.

Al poner el foco sobre las relaciones y por qué son viélidas, se estd trabajando sobre su
dominio de validez, al mismo tiempo que se construyen condiciones para que puedan ser
reutilizadas.

Para resolver el problema es necesario empezar por considerar el cuadrildtero OAPB, de-
bido a que se conocen 3 de sus 4 dngulos. Resulta de mucha importancia explicitar esta
decisién que se toma a partir del andlisis de los datos que se conocen. Las reflexiones com-
partidas acerca de la eleccién de una determinada estrategia de resolucién resultan muy
fértiles para el aprendizaje de coémo se hace matemadtica.

Sabiendo que la suma de la amplitud de los 4 dngulos de un cuadrildtero es 360°, es po-

sible determinar que la amplitud del dngulo AOB es de 360° - 90° - 90° - 50° = 130°.

Ahora, teniendo en cuenta que el tridngulo OAB es isésceles y que uno de sus dngulos es
de 130°, cada uno de los otros dos medira w = 25°

Finalmente, las amplitudes de los dngulos PAB y PBA pueden hallarse mediante el cdlculo

90° - 25° = 65°.
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Estadistica y probabilidades

La ensefianza de la Probabilidad y la Estadistica se inicia en la escuela primaria y se retoma
desde el Ciclo Bdsico de la escuela secundaria.

En el caso de la Estadistica, se parte del andlisis de graficos para avanzar hacia el cdlculo de me-
didas de tendencia central y de posicién, para luego calcular también medidas de dispersién.

En cuanto a la ensenanza de probabilidades, luego de un trabajo acerca de la idea de azar, se
propone calcular probabilidades, caracterizadas como un niimero en el intervalo [0; 1] que
cumplen ciertas propiedades, que se van construyendo a partir de la resolucién de problemas.

En estas situaciones abordaremos solo el aprendizaje de la Probabilidad.

Intervenciones de ensenanza

A continuacidn, se presentan situaciones de ensefianza referidas al estudio de la probabi-
lidad que consideran dos asuntos principales a abordar con los/as estudiantes: Problemas
que involucran la probabilidad del espacio muestral y la de un suceso no elemental'y Problemas
que involucran la nocion de independencia de sucesos y la probabilidad condicional.

Problemas que involucran la probabilidad del espacio muestral y la de un suceso
no elemental

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Identificar que la probabilidad del espacio muestral es 1.
* Determinar que la probabilidad de un suceso no elemental es la suma de las proba-
bilidades de los sucesos elementales que lo constituyen.
* Decidir cudndo resulta conveniente calcular una probabilidad a través del comple-
mento del suceso en cuestion.

Problema
Un dado cargado tiene cuatro caras numeradas 1, 2, 3 y 4. La probabilidad de que
salga cada una de las caras estd dada por la siguiente distribucién:
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Nudmero 2 3 4

Probabilidad = L »

a) Hallen el valor de p.
b) Calculen la probabilidad de obtener al menos 2 puntos al tirar el dado.

El problema propuesto podria ser uno de los trabajados al inicio de una secuencia, una vez
que los/as estudiantes hayan hecho célculos de probabilidades simples.

El/la docente podrd proponer un trabajo en parejas.

Para la parte a), se busca que los/as estudiantes pongan en juego dos propiedades de la
probabilidad: que la probabilidad del espacio muestral es 1 y que la probabilidad de la
unién de sucesos disjuntos es la suma de sus probabilidades. Como es posible que lo hagan
de manera implicita, el/la docente podrd ayudar a explicitar y registrar estas propiedades.
Luego del trabajo en las parejas, conviene proponer un debate colectivo acerca de la reso-
lucién de esta primera parte del problema.

Como se dijo anteriormente, es esperable que los/as estudiantes hayan hecho el cdlculo
correcto para determinar el valor de p de manera implicita. Entonces el/la docente podr,
junto con ellos/as, producir una escritura donde queden registradas las propiedades utili-
zadas. Por ejemplo:

Si S representa el espacio muestral correspondiente al ndmero que sale al tirar el
dado, S = {1; 2; 3; 4} y P(S) = 1. Por otro lado, los sucesos {1}, {2}, {3} y {4} son

mutuamente excluyentes, por lo que:
P(S) =1
P({1; 2; 3; 4}) = 1
P({1}) + P({2}) + P({3}) + P(14}) = 1

Es esperable que los/as estudiantes no encuentren dificultades para la resolucién de la
parte b), luego del trabajo colectivo anterior. Seguramente logren identificar cudl es la
probabilidad a calcular y puedan hacerlo.

El/la docente podrd poner en discusién dos maneras equivalentes de resolver el problema,
una de cdlculo directo y otra por el complemento.
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En este caso, se trata de comparar las siguientes estrategias:

P({2;3;4}) = P({2}) + P({3}) + P({4})

_2 1,3 _8 _4
5 10 10 10 5

P({2;3;4}) =1 - P({1})
=1-1_4

5 5

Mds alld de los resultados numéricos iguales, la discusién deberia centrarse en por qué
son equivalentes las resoluciones y en cudl de las dos resulta méds conveniente. La idea que
podria circular es que el problema requiere hallar la suma de tres de las cuatro probabili-
dades que define la distribucién. Como la suma de todas las probabilidades es 1, esa suma
equivale a restar a 1 la Gnica probabilidad no considerada.

En cuanto a la conveniencia, en este caso no hay mucha diferencia, pero la situacién
permite ponerla en discusién y puede funcionar para que los/as estudiantes tengan en
consideracién ambas formas de resolucién para otros problemas.

Problemas que involucran la nocion de independencia de sucesos y la probabilidad
condicional

Se espera que un/a estudiante sea capaz de:
* Decidir si dos sucesos son o no independientes.
* Calcular la probabilidad de una interseccién de dos sucesos dependientes.
* Identificar si una probabilidad es o no condicional.

Problema

En un aeropuerto, la probabilidad P(H) de que todos/as los/as pasajeros/as lleguen a
horario para un vuelo determinado es 0,70. La probabilidad P(D) de que un avién
despegue a horario es 0,85. La probabilidad de que el total de pasajeros/as lleguen a
horario para su vuelo y que este despegue a horario es de 0,65.

Si se sabe que todos/as los/as pasajeros/as llegaron a horario para su vuelo, hallen la
probabilidad de que el avién no despegue en horario.

La situacién que aqui se presenta puede funcionar como una ocasién para reinvertir co-
nocimientos ya trabajados. Se trata de un problema lo suficientemente conceptual como
para resolver en un espacio colectivo, reflexionando sobre las herramientas de resolucién
posibles. Se propone una sola forma de resolucién, que es la que permite una discusién
acerca de la independencia de sucesos, aunque claramente no es la tinica.
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El/la docente puede proponer una lectura individual del problema para luego registrar los
datos:

P(H)=0,70 P(D)=0,85 PHND)=0,65

Es posible que sea necesario discutir acerca de por qué la tltima probabilidad corresponde
a la interseccién de los sucesos, interpretando que el dato refiere al caso en que los dos
sucesos ocurran simultdneamente.

Volviendo al problema, resulta necesario interpretar la pregunta analizando por qué corres-
ponde a la probabilidad condicional P(D / H). Teniendo en cuenta que la probabilidad
condicional es un cambio de espacio muestral, es decir, el cdlculo de una probabilidad
referida a un espacio muestral restringido respecto del original, en este caso se pide hallar
la probabilidad de que el avién no despegue a horario bajo la condicién de que el total de
los/as pasajeros/as llegaron a tiempo. Esta condicién es la que modifica el espacio muestral.

Para calcular la probabilidad es necesario aplicar la férmula:

P(E/H)z P(D n H)
P(H)
El célculo del numerador requiere analizar si los sucesos son o no independientes. El
contexto podria dar informacién acerca de esto, entendiendo que si los/as pasajeros/as no
llegaran a horario, se modificaria la probabilidad de que el avién salga a la hora prevista.
Sin embargo, serd necesario verificarlo matemdticamente: habrd que analizar si, por ejem-

plo, P(D N H) = P(D) - P(H).

Como P(D N H) =0,65yP(D) - P(H) = 0,70 - 0,85 = 0,595 = 0,65, entonces los sucesos
no son independientes. Resulta, entonces, necesario buscar alguna manera de calcular la
probabilidad del numerador. El/la docente podrd proponer hacer un diagrama de Venn,
que ayude a buscar relaciones utiles:

El suceso E N H es la parte del conjunto H que no incluye a D, es decir D N H = H - (HN D).
Luego, P(D N H) = P(H) - P(HN D) = 0,70 - 0,65 = 0,05.

. ~ _PMODNH) _ 005 _ 1
Finalmente, P(D / H) = PH) 070 - 14
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