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PRESENTACION GENERAL (Véase Textos que enmarcan...)
Introduccion
Qué contiene este documento

En este Documento abordamos el analisis de la ensefianza de la multiplicacion, de la
division y de las fracciones, conceptos que se incluyen en el eje numérico del segundo ciclo.

La ensefianza de estos contenidos se inicia en el primer ciclo, y suele suceder que
su abordaje en el segundo ciclo no esté del todo claro. ¢Qué hay que ensefiar de la
multiplicacién y de la division una vez que los nifios ya "saben" multiplicar y dividir? ¢ Cuéles
son los sentidos de las fracciones que los nifios tienen que conocer en el segundo ciclo?

El aprendizaje de dichos conceptos es muy complejo y su construccion se da a lo
largo de varios afios. Es tan amplia la gama de situaciones en las que estan involucrados
gue el desafio para la ensefianza es cubrir esa diversidad y garantizar una profundizacién
creciente en el tipo de situaciones que se plantean a lo largo de la escolaridad.

Para que un trabajo como el propuesto pueda ser realizado es necesario disponer de
un primer nivel de analisis didactico que despliegue, a proposito de un concepto que se
desea ensefiar, un conjunto lo mas exhaustivo posible de los tipos de problemas diferentes
en los que este concepto es reconocido como el medio de solucion a dichos problemas.

Los problemas suelen distinguirse por la operacion con que se los resuelve o por el
tipo de numeros involucrados. Asi, se habla de problemas “de multiplicar”, de “sumar
fracciones”, etc. Sin embargo, esta clasificacion no es suficiente para pensar una
ensefianza que se haga cargo de la complejidad de los conceptos. Es por esto que se
despliegan en este documento otras clasificaciones, destinadas a mostrar la diversidad de
aspectos que confluyen en la construccion de los sentidos de los conocimientos. Hemos de
aclarar que dichas clasificaciones se presentan para contribuir al andlisis de los docentes y
no para ser ensefiadas como tales. Las denominaciones presentadas pertenecen al ambito
de la comunicacion did4ctica y en ningun sentido constituyen una herramienta para el
aprendizaje de los alumnos.

Si bien el documento incluye numerosos problemas y situaciones aptas para ser
planteadas directamente a los nifios, no hemos pretendido presentar una planificaciéon de la
ensefianza. Consideramos —como ha sido planteado ya en otros documentos de la
Direccion de Curriculum— que el andlisis aqui desarrollado requiere de un abordaje
institucional para que pueda ser aplicado a la ensefianza.

Nos parece importante volver a remitirnos al enfoque teorico planteado en el
Documento de Actualizaciébn Curricular N°1 sobre la ensefianza de la Matematica.
Sugerimos su lectura pues desarrolla el marco general acerca de la concepcion de
Matematica, de su aprendizaje y de su ensefianza que subyace a este documento.



I. Acerca de la ensefianza de las operaciones
¢ Cuentas versus problemas?

Durante mucho tiempo se ha considerado que los nifios tenian que aprender primero
a realizar las cuentas y luego a resolver los problemas en los que se aplica cada operacion.
Desde esta perspectiva los problemas se presentaban como ejercicios de aplicacion y
evaluacién de las operaciones.

Sin embargo, sabemos que para que los alumnos puedan conocer las ocasiones de
empleo de cada operacién no alcanza con saber hacer las cuentas, es necesario ademas
convertir a los problemas en un objeto de trabajo en el aula.

A partir de esta conviccion, en los uUltimos afios han aparecido numerosas criticas
con respecto a la ensefianza mecénica de las cuentas y se ha insistido en que no es
conveniente plantear a los niflos cuentas en forma aislada, pues solo tiene sentido su
ensefianza cuando se trata de resolver problemas.

Creemos que tanto la ensefianza directa de los algoritmos con su posterior
aplicacion en problemas, como el abandono de la ensefianza del calculo son el resultado de
una falsa dicotomia: cuentas versus problemas.

Esta dicotomia oculta el complejo interjuego existente entre los procedimientos y
recursos de calculo y la construccion y ampliacion de sentido de las operaciones.
Efectivamente, usar propiedades de las operaciones, anticipar, estimar, controlar
resultados, son recursos que ponen en juego el sentido de las operaciones, a la vez que
constituyen herramientas imprescindibles para abordar nuevos problemas.

Los nifios pueden resolver cuentas que nadie les ensefio

¢Hay que ensefiar a los nifios a "hacer las cuentas" o se los deja inventar modos de
resolverlas? Nuevamente en este caso creemos que se suele plantear el problema didactico
mediante una falsa oposicion: ensefianza directa de la cuenta versus libertad de
procedimientos de los nifios.

Sabemos hoy que no basta con comunicar a los alumnos los pasos de resoluciéon de
las cuentas para que ellos comprendan el funcionamiento de los algoritmos. La ensefianza
directa de los mismos y el énfasis puesto en su practica esconde una ilusion: la creencia de
gue el saber puede ser transmitido de entrada en forma acabada.

Centrar el aprendizaje de las operaciones en la practica no resolvié el problema del
control de los significados —las diversas ocasiones de empleo de las operaciones— ni del
control de los resultados.



¢Como ensefarles a los alumnos entonces a resolver operaciones sin apelar
inicialmente a la comunicacion de los pasos del algoritmo convencional?

¢Como hacer para que los chicos pongan en juego procedimientos diversos de
calculo?

¢Como ensefar a los nifios a realizar estimaciones y a controlar las acciones que
realizan en una cuenta?

¢Como hacerlos avanzar en sus procedimientos una vez que han conseguido
desplegarlos?

Cuando el docente plantea a sus alumnos un problema para que resuelvan cuando
aun no les "ha ensefiado" la operacion que lo resuelve, los nifios no poseen un
procedimiento experto pero tienen conocimientos que les permiten desplegar estrategias
para abordarlo.

Es conocido por los docentes que para que los niflos pongan en juego dichas
estrategias es necesario que se garanticen ciertas condiciones:

— debe existir en el aula una legitimidad acerca de la diversidad de procedimientos posibles
a utilizar,

— los alumnos deben disponer de ciertos conocimientos que les permitan resolver el
problema planteado.

Proponemos que el trabajo de construccion de los algoritmos se plantee a partir de
situaciones de exploracién en las que los alumnos usen diferentes procedimientos poniendo
en juego las propiedades de los nUmeros y de las operaciones. Este trabajo de exploracion
se vera enriquecido si los alumnos aprenden a realizar célculos mentales, a elegir diversos
procedimientos, a disponer de diferentes recursos de estimacion y control de los resultados
de las operaciones y a usar la calculadora.

En el trabajo que estamos proponiendo sera fundamental que los nifios puedan
decidir la conveniencia de realizarljm calculo aproximado o un célculo exacto, un célculo
mental o el algoritmo convencional.

Una aclaracién en relacion con el célculo mental se hace necesaria. Durante muchos
afos se considero la ensefianza del célculo mental como un ejercicio de control a través del
cual los niflos tenian que, por un lado evidenciar que memorizaban algunos resultados, y
por otro dar muestra de rapidez para arribar a los resultados de una cuenta formulada y
respondida oralmente.

Estamos muy lejos de esa propuesta. Concebimos al calculo mental como un
conjunto de procedimientos no algoritmicos de célculo que se apoya tanto en las

! Remitimos al Documento de Actualizacién Curricular N° 2 en el eje de Operaciones en el que se hace referencia al
Calculo Mental.
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propiedades del sistema de numeracion decimal como en las leyes que rigen el
funcionamiento de las operaciones. Puede ser un calculo realizado con lapiz y papel y no
necesariamente es mas veloz que el célculo algoritmico. Su caracteristica principal es la de
ser un calculo reflexionado. Cada operacion es un problema a resolver.

Una ultima observacion en relacién con el uso de la calculadora: se suele oponer su
uso al del calculo escrito y al célculo reflexionado, como si redujera la posibilidad de pensar
o de ejercitar los calculos. Por el contrario, consideramos que es una herramienta utilizable
para investigar relaciones entre numeros.

El trabajo que estamos proponiendo implica por parte del docente la tarea de alentar
en sus alumnos la invencion vy utilizacion de diversidad de procedimientos, coordinar que
cada uno explique el "método" que ha utilizado, gestionar la puesta en comun en la que se
exponen tanto los procedimientos correctos como los incorrectos, promover la comparacion
de las diversas estrategias y el andlisis de los errores, estimular la invencion de nuevas
estrategias entre todos los alumnos.

Este proceso de resolucion y andlisis por parte de los alumnos contribuird al
progreso en la utilizacion de estrategias mas econdmicas de calculo y a la sistematizacion
de las propiedades de las operaciones.

La "cuenta" se convierte en un objeto de reflexion y estudio compartido en el aula, y
en este trabajo se negocian los avances y se realizan acuerdos tendientes al dominio del
algoritmo convencional.

En algunos momentos los avances que se acuerdan significan la homogenizacion de
toda la clase en la utilizacion de algin procedimiento, como plantearemos para
multiplicacién y division en las paginas siguientes.



[l. El campo multiplicativo en los niumeros naturales

1. Los sentidos de la multiplicacion

¢ Qué significa saber multiplicar? No resulta sencillo definirlo. Algunos aspectos de lo
gue implica la ensefianza de la multiplicacién en la escuela son claros, en cambio otros
aparecen mas desdibujados. Saber multiplicar es reconocer en qué problemas la
multiplicacién es un recurso para su resolucion, es disponer de procedimientos para calcular
productos, es establecer relaciones entre diferentes sentidos de este concepto
(proporcionalidad, combinatoria, producto de medidas),es elegir las estrategias mas
econdémicas segun la situacidn que se esté abordando y saber multiplicar es también
reconocer los limites del concepto, es decir en qué casos la multiplicacién no resulta un
instrumento adecuado para resolver un problema.

En este capitulo abordaremos el andlisis del campo de problemas multiplicativo, es
decir aquellos para cuya resolucién interviene la multiplicacion y/o la division. Este analisis
incluye problemas de proporcionalidad, de producto de medidas y de combinatoria que
consideramos que los alumnos del segundo ciclo pueden abordar.

1.1- Problemas de proporcionalidad

¢ Qué es la proporcionalidad?

En los problemas de proporcionalidad se relacionan dos magnitudes.

Por ejemplo:

En una caja hay 12 alfajores, calcular cuantos alfajores hay en 7 cajas.
Acé hay cuatro cantidades vinculadas entre si.

1 caja 12 alfajores

7 cajas x alfajores

Dos de esas cantidades se refieren a cantidad de cajas y las otras dos a cantidad de
alfajores. En estos problemas se relacionan dos magnitudes (en este caso cantidades de
cajas y cantidades de alfajores). El lector reconocera aca los primeros problemas que
plantea para ensefiar multiplicacién aunque no siempre se los ha reconocido como de
proporcionalidad. La proporcionalidad aparece en la escuela generalmente en 4° grado
como un tema "nuevo", sin embargo el concepto de proporcionalidad incluye un complejo
campo de problemas cuyo aprendizaje abarca desde los primeros grados hasta los afos
medios de la escuela secundaria. En realidad hablamos del campo conceptual de la
proporcionalidad para referirnos a la compleja red de conceptos involucrados (numeros,
operaciones, medidas, etc.) y a la extensa gama de problemas que el concepto de la
proporcionalidad permite resolver.



Una relacion de proporcionalidad directa es una relacion entre dos variables en la
gue el cociente entre las cantidades que se corresponden es el mismo y se denomina
constante de proporcionalidad.

EJEMPLO (P: paquetes; F: figuritas)

P F
1 4
2 8
3 12
4 16
5 20

Dos propiedades caracterizan la relacion de proporcionalidad directa:

— Si se suman dos cantidades de una de las dos variables se obtiene una cantidad que se
corresponde también con la suma de las dos cantidades correspondientes de la otra
variable.

EJEMPLO (P: paquetes; F: figuritas)

P F
~ 3 4 N
+ _J
t 2 8 )

>3 12<

4 16

5 20

— Si se multiplican dos cantidades correspondientes por un mismo nimero se mantiene la
proporcion. ("al doble el doble, al triple el triple, a la mitad la mitad, etcétera™)

EJEMPLO (P: cantidad de paquetes, F: cantidad de figuritas)

P F
1 4
X2 <—|2 8 T—— X2
3 12 /
\4 16 F
5 20

Intentaremos mostrar las relaciones
problemas de multiplicar y dividir que aparecen en la escuela.

entre los problemas de proporcionalidad y



Veamos estos tres problemas:

— En tres bolsas de caramelos hay 12 en total. ¢ Cuantos caramelos hay en cada
bolsa si en todas hay la misma cantidad de caramelos?

— En una bolsa hay 4 caramelos. ¢ Cuantos caramelos habra en 3 bolsas iguales?

— En 2 bolsas hay 8 caramelos ¢ Cuantos caramelos habra en 3 bolsas iguales?

Tradicionalmente estos problemas tienen rétulos que los caracterizan: el primero
como un problema "de dividir", el segundo como un problema "de multiplicar" y el tercero
como un problema "de regla de tres simple". Sin embargo estos tres problemas responden a
la misma estructura: se trata de una relacion de proporcionalidad directa. Por supuesto que
los dos primeros problemas son menos complejos que el tercero, puesto que pueden
resolverse mediante una sola operacion.

Primer problema:

[
3 - 12
Segundo problema:
1 - 4
C
Tercer problema:
2 e 8
i

No se trata de que el docente anuncie en segundo o tercer grado que los dos
primeros son problemas elementales de proporcionalidad. Se trata de que los alumnos
tomen conciencia en algin momento de que un problema como el tercero puede pensarse
como la composicién de los problemas “de por” y de “dividir’. De hecho, cuando se lo
resuelve por reduccion a la unidad, lo que se estd haciendo es coordinar ambos
razonamientos.

No debe desvalorizarse la complejidad congnoscitiva de tal coordinaciéon. El
problema para el alumno es un problema nuevo que puede resolver apoyado en su
experiencia previa con los problemas de multiplicar y de dividir. A medida que los alumnos
avancen el aprendizaje de la proporcionalidad directa se iran introduciendo otras
complejidades no reductibles a la coordinacién de multiplicar y dividir.

Los problemas de proporcionalidad no son todos iguales.

Dos aspectos son relevantes al analizar la complejidad del campo multiplicativo: la
clase de numeros y el tipo de magnitudes que involucran. El andlisis de estos aspectos
permitira tomar en cuenta la complejidad de los problemas que se les presentan a los nifios,
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graduarlos segun las dificultades y los diferentes grados del ciclo. Por otra parte es
importante revisar qué tipo de problemas aun los alumnos no han resuelto a lo largo del
ciclo con el objetivo de ampliar la diversidad de situaciones que se les plantean. Es un
objetivo importante que los nifios reconozcan la mayor diversidad de problemas que se
resuelven con una cuenta de multiplicar.

El dominio numérico transforma los problemas

Los problemas pueden involucrar numeros naturales o racionales. Estos ultimos
pueden estar expresados en forma fraccionaria o decimal. Si se trata de problemas con
ndimeros naturales la complejidad varia segun los niumeros sean pequefios o grandes.
Cuando los numeros son racionales la complejidad del problema varia si se trata de
nameros mayores 0 menores que 1y si estan presentados en forma decimal o fraccionaria.

Como sabemos, los problemas son mas complejos cuando tratan con numeros
racionales que de nimeros naturales. A medida que se agranda el tamafio de los nimeros
resulta mas dificil realizar un control de las operaciones que se realizan. Esto influye en la
posibilidad de estimar los resultados, de realizar calculos mentales, etcétera.

Operar con numeros menores que uno también es una variable que complejiza el
control de las operaciones. Sabemos qué diferente es para un nifio poder realizar un célculo
como 35 x 12 que realizar 35 x 0,12. La multiplicacién por un nimero menor que 1 da un
resultado menor que el nimero por el que se ha multiplicado, y esto en muchos casos para
los nifios se convierte en una dificultad, y hasta a veces pueden no "creer" que se trata de
un resultado correcto.

Las magnitudes transforman los problemas

Los problemas pueden referirse a magnitudes continuas o discretas. Operar con
magnitudes discretas permite una representacion mas inmediata de la situacion.

Por otra parte el trabajo con magnitudes continuas puede implicar diferentes niveles
de dificultad. Los problemas con longitudes, por ejemplo, hacen jugar una relacién que
“falla" al trabajar con &reas. Efectivamente al trabajar con longitudes los alumnos han
podido aprender que si dos longitudes son iguales coinciden al superponerlas. En el caso
de las areas la forma de una figura interviene y puede ocurrir —es lo mas probable— que dos
areas iguales no coincidan al encimarlas. Por otra parte, cuando una magnitud se concibe
como el producto o el cociente de otras (velocidad, volumen) aumenta considerablemente la
complejidad de su tratamiento. Hay magnitudes de medicion directa como la longitud, el
peso, la capacidad, etc. Hay magnitudes que si bien pueden medirse directamente también
pueden calcularse como el producto de otras dos magnitudes como la superficie, el
volumen, etc. Otras magnitudes surgen del cociente de dos magnitudes (velocidad,
densidad, por ejemplo).



Cuando se mide una superficie con otra superficie elegida como unidad, o un
volumen con otro volumen como unidad estamos ante situaciones de medicién directa, pero
cuando se miden las longitudes de los lados y se calcula la superficie, o cuando se miden
superficies y longitudes para averiguar volimenes no se estd realizando una medicion
directa sino un célculo de las medidas a través del producto de medidas correspondiente a
otras magnitudes.

Las variables relativas a tipo de nameros y tipo de magnitudes se combinan en
cualquier problema. Las combinaciones intencionales del tipo de nimeros y de magnitudes
involucradas permitirdn a los docentes por una parte, diferenciar problemas que desde el
punto de vista de quien ya ha elaborado el concepto parecen iguales y por otra, secuenciar
los problemas que se les plantean a los nifos.

Consideremos algunos problemas de proporcionalidad que se resuelven solamente
con una cuenta de multiplicar. Si utilizamos como criterio de analisis qué operacion resuelve
cada problema, los que siguen a continuacion podrian aparecer todos como de un mismo
nivel de complejidad. Sin embargo, si realizamos el analisis de los problemas a partir del
tipo de nimeros y de magnitudes involucradas, la complejidad se diversificaria dando lugar
a una amplia gama de problemas multiplicativos de dificultad variable. Veamos los
problemas:

a- Si en una bolsa hay 4 caramelos, ¢ cuantos caramelos hay en 3 bolsas? (Este
problema es con nimeros naturales y pequefios y ambas magnitudes son discretas.)
b- Cada caja de clavos posee 2440 unidades. Calcular cuantos clavos habra en un
camién que transporta 346 cajas. (Este problema es con numeros naturales mas
grandes y con ambas magnitudes discretas.)

c- Un metro de soga cuesta 2,05 $ ¢ Cuanto cuestan 5,75 m? (Este problema es con
ambos numeros decimales mayores que 1 y las magnitudes son una discreta y la
otra continua.)

d- Cada pastilla pesa 0,25 g. ¢ Cuanto pesa un paquete de 12 pastillas? (En este
caso un numero es decimal menor que 1y el otro es un namero natural pequefio.
Las magnitudes son una discreta y otra continua.)

e- 1 metro de tela cuesta 5,75 $. ¢ Cuanto costara 0,40 m? (En este problema los
nameros son decimales ambos, pero el valor correspondiente a la un metro es
inferior a 1 y el del precio mayor que 1. El precio es una magnitud discreta y la
medida de la tela es una magnitud continua.)

f- Cada botella llena con un litro de gaseosa pesa 1,25 kg. ¢Cuanto pesaradn 16
botellas llenas con la misma gaseosa? (En este problema nuevamente hay un
namero decimal mayor que 1 y otro natural pequefio. Una magnitud es continua y la
otra discreta.)

g- 28 personas decidieron poner 2,50 pesos cada una para comprar un regalo.
¢, Cuénto dinero juntaron entre todas? (En este problema un dato es un numero
natural pequefio y el otro un nimero decimal mayor que 1. Las magnitudes son
ambas discretas.)



A continuacién se analizara en este Ultimo problema como podrian variar los
procedimientos de los alumnos si tan solo se modificara uno de los nimeros:

Si se presenta el problema con 28 personas que ponen $2,50 cada una se favorece
el procedimiento de "juntar" a dos personas (lo cual da un total de $5) y luego, o bien sumar
14 veces $5 anotando al lado de cada suma cuantas personas van agregando su dinero, o
bien multiplicar 5 x 14.

2,50 + 2,50 5+45+5+5+...... +5
5 5x14

Quienes recurran a un procedimiento de este tipo estaran utilizando —aun cuando no
lo puedan formular explicitamente— la propiedad asociativa de la multiplicacién:

2,50 x 28 = (2,50 x 2) x 14
5 x14= 70

Si bien los datos del problema favorecen la puesta en juego de un procedimiento
como el anterior, no es seguro que el mismo aparezca en la clase. Mas bien es probable
gue si surge, sean soélo algunos alumnos los que lo propongan. Es tarea del docente hacer
circular los procedimientos que pueden dar lugar a las explicitacion de las propiedades de
las operaciones.

¢ Qué hacer si ningun nifio despliega un procedimiento de este tipo? No es facil dar
una respuesta contundente. El docente debera decidir en funcién del momento de la clase si
lo propondré de todas maneras como para dar lugar a una discusion.

Veamos qué sucede si el problema se presenta con 30 personas: es posible que
algunos nifios puedan utilizar sus conocimientos sobre la multiplicacion por la unidad
seguida de ceros y realizar, por ejemplo, lo siguiente:

1 persona 2,50$
10 personas 2,50 x 10 = 25$%
30 personas 25 + 25 + 25 = 75%

En este caso los nifios estarian utilizando implicitamente la propiedad distributiva de
la multiplicacion. Pueden reconocer que

250x30=2,50x10+250x 10+ 2,50x 10

o bien usar la propiedad asociativa al reconocer del mismo modo que en el ejemplo anterior
que:

250x30=2,50x10x3

10



Al igual que en el caso anterior puede ser que este procedimiento sea utilizado por
pocos nifios 0 por ninguno y sera tarea del maestro retomarlo si aparece solo en algunos
nifios o plantearlo si es que ninguno de sus alumnos lo ha utilizado.

Si se presenta el problema con 29 personas es mas dificil operar como en el primer
caso en el que se sumaban o multiplicaban los $5 de dos personas juntas, o usar la
multiplicacién por la unidad seguida de ceros como en el segundo caso. Algunos alumnos
podran apelar a la multiplicacién por 10 para 10 personas, luego otras 10 y luego 9 veces
recurriendo a una multiplicacion de 2,50 x 9 y finalmente sumar los tres resultados; otros
podran hacer el segundo procedimiento y luego restarle al total obtenido para 30 personas
el dinero de una persona = 75 - 2,50, por ejemplo.

Los procedimientos que utilizan los alumnos para resolver cada uno de estos
problemas pueden ser variados. Los docentes podran conducir la puesta en comdn de los
procedimientos utilizados por los diferentes alumnos o grupos y su andlisis y comparacion.
El objetivo es que los nifios establezcan relaciones entre los numeros y obtengan
conclusiones acerca de qué procedimientos son validos y cuéles no, acerca de cuéles son
los procedimientos mas econdmicos, y sobre cuéles han sido las propiedades que han
utilizado aun sin haberlas reconocido explicitamente. En el ejemplo anterior hemos tratado
de mostrar como se favorecen ciertos procedimientos de los alumnos modificando
solamente uno de los nimeros del problema. El tamafio de los niumeros y el conjunto
numérico son variables que favorecen la aparicion de ciertos calculos y el uso de
determinadas propiedades sobre las que habra que trabajar.

Se trata en sintesis de modificar intencionalmente las variables del problema para
gue aparezcan ciertos procedimientos con el objetivo de que todos los alumnos puedan
tener una representacion mas rica de la multiplicacion. A partir del uso inicialmente intuitivo
por algunos nifios de algunas propiedades, el maestro podra introducir ciertas reflexiones y
conclusiones para, que todos los nifios puedan disponer de esa herramienta ya
institucionalizada.

1.2- Problemas de producto de medidas

Muchas veces, para calcular la medida de una cierta magnitud es necesario
multiplicar medidas correspondientes a otra magnitud.

Un ejemplo es el calculo de la medida de la superficie de un rectangulo a partir de
los lados del mismo: la multiplicacion de dos nimeros que expresan medidas de longitud da
como resultado un numero que expresa la medida de una superficie.

En estos casos se pone en juego un sentido de la multiplicacion diferente del de la
proporcionalidad. A los problemas que ponen ese sentido en funcionamiento los llamaremos
problemas de producto de medidas.

2 El concepto de institucionalizacion ha sido planteado en el Documento de trabajo n°1, pagina 14
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El producto de medidas es una relacién ternaria en la que dos magnitudes se
multiplican para obtener una tercera.

Analicemos ahora este otro problema:

Tengo tres remeras y cuatro pantalones. ¢Cuéntos equipos diferentes se
pueden formar?

Para averiguar cuantos equipos se pueden formar es necesario asociar cada una de
las remeras con cada uno de los pantalones y contar cuantos pares resultan. El siguiente
cuadro muestra una de las organizaciones posibles que facilitan esta tarea.

Pantalén 1 Pantalén 2 Pantalén 3 Pantalén 4

Remeral

Remera 2

Remera 3

En este caso también se trata de un problema de producto de medidas: el nimero
gue expresa la cantidad de remeras multiplicado por el nimero que expresa la cantidad de
pantalones da como resultado un numero que corresponde a la cantidad de equipos
posibles de ropa.

Para que los alumnos estén en condiciones de abordar estos problemas y de
reconocer que pertenecen al campo multiplicativo, es necesario plantearse su ensefianza
especificamente. En otras palabras, no es suficiente que los nifios hayan interactuado con
problemas que involucran relaciones de proporcionalidad directa para que estén
automaticamente en condiciones de reconocer y resolver los problemas de producto de
medidas.

Es posible que en un primer momento los nifios que nunca han abordado este tipo
de problemas utilicen diferentes procedimientos (dibujos, gréaficos, etc.) para resolverlos y
gue, a medida que los vayan reconociendo como problemas multiplicativos, puedan apelar a
procedimientos de célculo.

Los problemas de producto de medida son doblemente proporcionales

Observemos que cuando una magnitud es producto de otras dos existe una relacion de
proporcionalidad entre la magnitud producto y cada magnitud “factor”. Es por esto que son
problemas de doble proporcionalidad.

Si tomamos el ejemplo de los equipos de ropa, podremos ver que al duplicar la
cantidad de remeras, se duplicard el total de equipos que se puede armar —dejando estable
el nimero de pantalones en 4—. Seis remeras y cuatro pantalones permiten armar 24
equipos diferentes. Hay una relacion de proporcionalidad entre la cantidad de equipos y la
cantidad de remeras.
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Por otra parte existe una relacién de proporcionalidad entre el total de equipos vy el
de pantalones. Al duplicar, por ejemplo los pantalones a 8 —dejando estable la cantidad de
remeras—, se duplican los equipos posibles: 3 remeras y 8 pantalones permiten armar
también 24 equipos.

¢ Qué sucede si se duplican al mismo tiempo los pantalones y las remeras?
Los equipos se cuadriplican 6 remeras y 8 pantalones permiten armar 48 equipos. Por eso
es una relacion de doble proporcionalidad.

Lo mismo sucede en el ejemplo del rectangulo: la medida de la superficie es
proporcional a la medida de cada lado. Por eso se plantea también una relacion de doble
proporcionalidad.

Si se duplican ambos lados simultdneamente la superficie no se duplica, sino que se
cuadruplica.

Este analisis permite comprender por qué los problemas de producto de medidas
son mas complejos que los de proporcionalidad. Los alumnos del segundo ciclo pueden
abordar estos aspectos a partir de la resolucion de problemas como los planteados. No se
trata de que definan la relacibn de doble proporcionalidad, sino de que puedan sacar
conclusiones a partir del andlisis y el debate acerca de lo que sucede cuando se duplica una
de las variables y cuando se duplican las dos.

¢, Problemas de producto de medidas o de proporcionalidad?

Analicemos este problema:

Calcular en este patio rectangular la cantidad de baldosas
13



Los problemas de baldosas pueden ser considerados como un tipo de problemas
gue son de producto de medidas de cantidades discretas (baldosas por fila x baldosas por
columna = total de baldosas). En estos problemas también se puede establecer una
relacion de doble proporcionalidad. Si se duplica la cantidad de baldosas por fila, se duplica
el total de baldosas. Si se duplica la cantidad de baldosas por fila y por columna, se
cuadruplica la cantidad total de baldosas.

Al tratarse de magnitudes discretas, la relacion de proporcionalidad entre el total de
baldosas y la cantidad de baldosas por fila (0 por columna) puede ser un recurso para
resolver el problema:

1fila 8 baldosas
2 filas 16 baldosas, etc.

Es importante mostrar que, como sucede con todos los problemas multiplicativos,
segun cual sea la incognita, el calculo que resuelve el problema puede ser una
multiplicacién o una divisién. En este caso en particular, si la incognita se ubica la
cantidad de baldosas de uno de los lados, nos encontramos con problemas de division.

Hemos planteado anteriormente que la clasificacion de los problemas no se incluye
en este documento para ser ensefiada a los alumnos, sino para que los docentes puedan
considerar la amplia gama de aspectos y la diversidad de situaciones que involucran los
problemas multiplicativos que los nifios del segundo ciclo pueden resolver. Al abordar este
ultimo tipo de problemas de embaldosado, los nifios pueden considerarlos similares tanto a
los de proporcionalidad como a los de producto de medidas.

Los nifios de segundo ciclo podran resolver problemas de baldosas, podran
asimismo investigar qué sucede cuando se duplican, triplican o cuadruplican las baldosas
de uno o los dos lados, podran comparar estos problemas con los de superficie de
rectangulos.

La multiplicacidon no es reductible a la suma

Es usual que los nifios intenten extender los modelos aditivos de los que disponen
para pensar problemas multiplicativos. Esto puede llevarlos a cometer errores y es
interesante provocar situaciones que permitan explicitarlos para luego rechazarlos.

% para ampliar este punto ver el punto 2.3 correspondiente a division.
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Una manera de establecer con los nifios los limites de lo aditivo para pensar lo
multiplicativo seria plantearles la siguiente secuencia de problemas:

Retomemos el ejemplo de las remeras y los pantalones. Si agregamos una remera
mas, quedan 4 remeras y 4 pantalones, es decir que el conjunto de equipos que se pueden
formar se aumenta en 4 (los 4 pantalones con los que se puede combinar la remera
agregada). El total asciende a 16, que surge de 12 + 4. Es decir que por cada remera que
se agrega, la cantidad de equipos aumenta en 4.

Si agregamos 1 pantalén y dejamos fijo el nimero de remeras (en 3), se agregan 3
equipos, que resultan de combinar el nuevo pantalon con las tres remeras que teniamos, 3
remeras y 5 pantalones forman 15 equipos. Es decir 12 + 3.

¢ Pero qué sucedera si agregamos al mismo tiempo un pantalén y una remera? La
mayoria de los nifios creera que se agregan a los 12 equipos originales 7 mas —dados por
los 4 y los 3 calculados antes por separado— pues aplicardn un modelo aditivo. Sin
embargo, si agregamos 1 pantalén y 1 remera se forman 20 equipos resultantes de la
combinacion de las 4 remeras con de los 5 pantalones, es decir no se agregan 7 sino 8
equipos. Veamos el dibujo:

PANTALON 1 |PANTALON 2 |PANTALON 3 [PANTALON 4 | PANTALON 5

REMERA 1 38
REMERA 2 Z//////////////////%
REMERA 3 T

REMERA 4

En el ejemplo original:

3x4=12
luego al agregar 1 remera:
(3+1)x4=12+4=16
al agregar 1 pantalén:
3x(4+1)=12+3=15
al agregar 1 remera y un pantalén:
B+1)x(4+1)=12+4+3+1=20

En este caso no basta con ir sumando los equipos que se van agregando al agregar
solo remeras o solo pantalones, es necesario tomar en cuenta los equipos que se forman
combinando los nuevos elementos.

Al igual que en los problemas de proporcionalidad, los docentes podran analizar que
en los problemas de producto de medidas el tipo de niUmeros y el tipo de magnitudes que se
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utilizan pueden complejizar o simplificar significativamente los problemas. El andlisis de
dichas variables permitira establecer criterios para proponer secuencias que atiendan a
niveles de complejidad creciente para este tipo de problemas.

Es importante aclarar que tanto los problemas de combinaciones de equipos como
los de baldosas, involucran magnitudes discretas. En el caso de los problemas de superficie
en cambio, se trata siempre de magnitudes continuas.

Por otra parte, en los problemas en los que hay que combinar elementos de
conjuntos finitos (como el de los equipos) siempre se trabaja con numeros naturales, en
cambio los problemas de baldosas pueden exigir el uso tanto de niUmeros naturales como
de decimales (las baldosas se podrian partir).

Finalmente queremos sefialar que “el tamafio” de los nUmeros puede obligar a los
nifios a cambiar los procedimientos puestos en juego. En el problema de los equipos, por
ejemplo, los procedimientos que resultan adaptados para resolver el problema con 4
pantalones y 3 remeras, pierden su eficacia si se trata de averiguar la cantidad de equipos a
formar con 1234 remeras y 345 pantalones. Una vez mas la variable numérica obligara a los
niflos a utilizar nuevos procedimientos. En este caso especificamente, los nifios tendran
gue "confiar" en la multiplicacién, ya que no podran hacer cuadros 0 esquemas que le
permitan controlar el resultado.

Recordamos que cualquiera de los problemas analizados pueden ser problemas de
multiplicar o problemas de dividir segun en qué lugar se encuentre la incégnita y muchos de
ellos seran retomados en el capitulo de division. Sin embargo analizaremos mas adelante
ciertas cuestiones especificas de la division que no quedan descriptas en estos problemas.
Es decir, no todos los problemas de division pueden convertirse en problemas de
multiplicacién como sucede a la inversa.

Combinatoria
¢, cuantos equipos se pueden formar con tres remeras y cuatro pantalones’?EI
¢,Cuantos nimeros capictas de 5 cifras hay?
¢, Cuéntos numeros de 4 cifras diferentes se pueden armar con el 5, el 6, el 7, el 8y
el 9?
En una fiesta se encuentran seis amigos. Todos se abrazan con todos. ¢Cuantos
abrazos hay?

En todos estos problemas es necesario contar la cantidad de elementos de una
coleccion finita organizada de cierta manera. Tales problemas son el objeto del célculo
combinatorio y ponen en juego un nuevo sentido de la multiplicacion; de ahi su inclusién en
este capitulo.

* Este problema fue analizado como un problema de producto de medidas. En tanto puede ser pensado como un
problema en el que hay que contar cuantos elementos tienen una coleccién en la que se combinan elementos de
dos conjuntos finitos, también es un problema de combinatoria.
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Analicemos, en primer lugar, el siguiente problema:

"El papa, la mam4, y el hijo quieren sacarse una foto, sentados uno al lado del otro.
¢, Cuantas fotos diferentes deberdn sacarse si quieren aparecer en todas las posibles
ubicaciones?

Al presentar un problema como éste a los alumnos, es muy probable que ensayen
diferentes "ubicaciones" para sacar la foto sin pensar en una cierta organizacion para
hacerlo. Como consecuencia de ello, puede ser que los chicos den una respuesta sin estar
seguros de haber contado todos los casos posibles, y de haberlos contado una sola vez. Un
objetivo entonces es asegurarse un criterio de exhaustividad. Por ejemplo, (Ilamando P al
padre, M a la madre y H al hijo) podemos pensar que, si el padre ocupa el primer lugar,
habré dos posibles fotos:

P H M

P M H
Un razonamiento analogo se puede hacer si el primer lugar es para la madre o para
el hijo:

T Z Z

H
=
=

< I T

H M P
Resulta entonces que se necesitaran 6 fotos.

En principio, este problema se puede resolver sin "hacer ninguna cuenta". Es decir,
el objeto de aprendizaje es el procedimiento que asegure la exhaustividad. Notemos
que en el Documento de trabajo n°2 ya se ha considerado la organizacion de datos como
objeto de estudio y reflexion del eje “Tratamiento de la Informacion”.

Ahora bien, cambiando los datos del problema, ¢, qué ocurrir4 con este procedimiento
si en la familia hay 5 integrantes (padre, madre y 3 hijos)?

Evidentemente el recurso desplegado para el caso de 3 miembros, serd poco
econdémico y muy engorroso para ser desarrollado.
Se podra entonces pensar en realizar una organizacion mas cuidadosa:

Si el padre se sienta en la primera silla, en la segunda se pueden sentar la madre o
cualquiera de los 3 hijos, o sea hay 4 posibilidades para el segundo lugar:

M

H1
P

Y H2
H3
Lo mismo ocurre si en el primer lugar se sienta la madre o cualquiera de los hijos:

17



Y
DN
Py
N AN

Si el padre se sienta en el primer lugar y la madre en el segundo, en la tercera fila se
podran sentar cualquiera de los tres hijos. La rama del primer arbol que ubica al padre
primero y a la madre segunda se completaria de la siguiente manera:

H1l

M/HZ
a

H3

Si ya se sento el padre en la primera silla, la madre en la segunda silla, y el hijo 1 en
la tercera silla, para la cuarta silla nos quedan 2 posibilidades: el hijo 2 o el hijo 3. Si
sentamos al hijo 2 en la cuarta silla, sélo queda ubicar al hijo 3. Luego la representacion de
esta rama seré

M2

H1 \

&
N

3

H3
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Veamos el diagrama arbolado ubicando al padre en la primera posicion:

H1 ™~ H3-- H2

H1----H3
H H3---- H1

1----H2

H
H3 .~ H2-- H1

\
=

5 & =

Iz 3T &3

=5 =5 &3

Resulta entonces que, ocupando el padre la primera posicion, hay 24 fotos
diferentes. Ahora bien, este diagrama realizado pensando que el primer asiento es ocupado
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por el padre, se podria desarrollar si el primer asiento lo ocupa la madre, el hijo 1; el hijo 2;
o el hijo 3. Es decir, habria 5 diagramas arbolados diferentes, cada uno de los cuales da
cuenta de 24 posibilidades diferentes. Existen entonces 24 x 5 = 120 fotos con las
diferentes posiciones posibles.

El desarrollo de este problema permite apreciar el salto en complejidad que se
produce cuando se aumenta de tres a cinco la cantidad de integrantes. Muchos nifios que
son capaces de producir una respuesta correcta para el primer caso, fracasan en el
segundo.

Un aspecto central a destacar es el papel de la representacion para captar la
estructura multiplicativa de este tipo de problemas. Efectivamente, suele ocurrir que gracias
a la representacién en forma de diagrama arbolado o de tabla los nifios reconocen que se
trata de un problema de multiplicar. Resulta entonces indispensable que los alumnos logren
producir buenas y diversas representaciones —apoyadas en una bldsqueda exhaustiva de
todos los casos posibles— antes de pretender el reconocimiento y la utilizacion de la
multiplicacion.

Es interesante insistir en el papel de los problemas con cantidades pequefias: por un
lado, si sOlo se plantean estos problemas, los nifios no tendran necesidad de apelar a la
estructura multiplicativa ya que los procedimientos de conteo exhaustivo resultaran
suficientes; por otra parte, estos problemas con cantidades pequefias resultan un apoyo
indispensable porque permiten generar diversas formas de representacién y son éstas las
gue favorecen que los nifios descubran la multiplicacién funcionando en la combinatoria.

Un problema de combinatoria en el aula

£

Les planteamos a nifios de sexto grado el siguiente problema

Para un torneo de futbol participan 16 equipos. Cada equipo juega con todos los
otros dos veces (local y visitante).

Primera pregunta:

¢, Cuéntos partidos se juegan en el campeonato?

Segunda pregunta:

¢, Cuantas fechas hay? ¢ Cuantos partidos se juegan en cada fecha?

El objetivo de esta situacion es introducir un nuevo sentido para la multiplicacién de
ndmeros naturales a través de un problema de combinatoria. Hasta el momento los chicos
habian resuelto fundamentalmente problemas multiplicativos de proporcionalidad directa.
Los nifios trabajan en grupos de a 4.

En un grupo se da la siguiente discusion:

Grupo 1

Al:es 16 x 16

A2: es 16 x 16 x 2 porque hay local y visitante

A3: no es 16 x 16 porque un equipo no juega consigo Mismo

A2: ah! cada uno juega con los otros 15 dos veces, entonces cada equipo juega 30 partidos

° Agradecemos a la Prof. Marina Bendersky por habernos abierto las puertas de su aula.
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y como hay 16 partidos, en total se juegan 15 x 2 x 16.
(Todos los integrantes del grupo acuerdan en que esa es la respuesta).
A2: entonces es 15 x 16 x 2 = 480

La maestra pasa por ese grupo y pide a los nifios que expliquen por qué hicieron
cada una de las cuentas.
Veamos las anotaciones de uno de los integrantes del grupo.

1 equipoO ------------ 30 partidos 16
16 equipos------------ 16 x 30 x30
480

En otro grupo los alumnos acomparfian el razonamiento anterior con un diagrama de
arbol:

N
[iny

15
16

[
(621

AN
/M

[N
(o]

En un tercer grupo los alumnos hacen una tabla como la siguiente:

1 2 3 4 5 6 2

[EY
o
[EEN
[EY
[EY
[EEN
w
[EY
SN
[N
a1
[ I
(e}

x
X | X | X

X [X | X [ X

X |IX X | X [X

XXX [X[X([X[~N

XXX [X X |X[X

X IX | X[ X |[X[X[X[X|o©

OO |IN[O|O|AR[W|IN (|-
XXX [X[X|X[X|X|X

XXX X[ X [X[X[X|[X]|X

=
o

XAX X [X XX [X|X[X]|X[X

=
=

XXX IX XX [X[X[X[X[X]|X

=
N

XXX XXX XX [X|X|X[X]|X

[Eny
w

XXX XXX |X X [X[X[X[X|[X]|X

[E
SN

XAX XXX [X XX [X|X[X[X[|X[X]|X

=
(¢
x
x

XX XX XXX XX X X X XX X
P B P P B B P P P P P g g
XXX XX XXX XXX |Xx|X
Pl P P P P P P P D P P
XXX [X X [X X [X|x|x|x
XX X XX X X |x|x|x
XX X [ X X [x|x|x|x
XX X [X X [Xx|x|x
XX X [ X X |x|x
XX [ X [X x|
X X X |x |x
X X | x|

P

[EnY
(e}
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16 x 16 - 16 = 240

Salvo en el grupo de los alumnos que hicieron la tabla, en todos los demas grupos
los nifios sostienen que en el campeonato se juegan 480 partidos. La maestra no explicita
su opiniébn para permitir que los alumnos mismos lleguen a encontrar el error en su
razonamiento.

Veamos qué sucede en el grupo que habia hecho los diagramas de arbol cuando
pasan a la segunda pregunta:

Alumno 1: son 30 fechas, porque en cada fecha cada equipo juega un partido y como cada
equipo juega 30 partidos, son 30 fechas.

Alumno 2: en cada fecha juegan 8 partidos, porque son 16 equipos y juegan de a 2.

Alumno 1: aca hay algo mal. Porque si hay 30 fechas y 8 partidos por fecha, hay 240
partidos y antes nos dio 480.

Alumno 3: justo el doble.

Alumno 4: hay que dividir por 2.

Alumno 2: no entiendo por qué lo anterior esta mal.

Alumno 1: ya s€, cuando uno es local, el otro es visitante en ese mismo partido y nosotros
hicimos como que primero son todos local y después son todos visitantes, por eso
nos dio el doble.

Alumno 4: no entiendo

Alumno 1: fijate en los diagramas. Aca (sefiala el arbol correspondiente al primer equipo)
esta el partido de 1 con y en éste (sefala el arbol correspondiente al segundo
equipo) esté el partido de 2 con 1. No hay que multiplicar por 2. Es 15 x 16.

Los alumnos de este grupo detectan la contradiccidn entre las dos respuestas. Esta
contradiccion retroalimenta el problema y los lleva a seguir pensandolo. Notemos que de
entrada, en este segundo momento, los nifios se dan cuenta de que un resultado es el
doble del otro pero no saben por qué. Ahora bien, es la necesidad de encontrar una
explicacién a esta contradiccion la que le permite a uno de los alumnos darse cuenta de que
habian contado doble. Es decir, lo que actla como retroalimentacion del problema no es
solamente el hecho de detectar la contradiccion sino el de establecer una relacion entre los
dos resultados.

Ahora bien, no en todos los grupos los nifios detectan la contradiccion. Es aqui
donde la intervencion de la maestra juega un papel crucial. Ella debe sefialar la
contradiccion sin dar pistas para resolverla. Veamos lo que paso en el grupo 1, en el que los
nifos también llegan a que hay 30 fechas y 8 partidos por fecha pero no se dan cuenta de
gue "algo no funciona".

Maestra: si hay 30 fechas y 8 partidos por fecha, ¢ Cuantos partidos hay?
Al: 240 partidos

Maestra: ustedes dijeron que hay 480 partidos

Al: esta mal

Maestra: ¢Qué es lo que esta mal?
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A2 : estdn mal las fechas, no son 30 fechas
Maestra: piensen por qué esta mal

Los chicos muestran cierta perplejidad. Ahora saben que algo esta mal pero no
saben qué y su primera reaccion es descartar el resultado correcto. Nuevamente la maestra
pasa por una "prueba delicada”, evitando confirmar el segundo resultado, su tarea mas bien
es sostener la busqueda de los nifios, si ella sefiala qué es lo que esta mal y qué es lo que
esta bien, la busqueda de los nifios se volvera inutil.

La maestra se retira de este grupo. Los nifios discuten y pasan alternativamente de
pensar que la segunda respuesta es incorrecta a pensar que el error estd en la primera.
Cuando la maestra vuelve a ese grupo, los chicos siguen discutiendo sin avanzar. La
situacion esta blogueada. La maestra plantea entonces

Maestra: ¢No les servira pensar el problema con menos equipos?
A: ¢ Con cuantos?
Maestra: Fijense ustedes.
Los chicos anotan entonces el nombre de cuatro equipos de futbol y hacen un
diagrama como el siguiente

/ River

Boca Independiente 3 x 2
: Racing

River —— Independiente 2 x 2
Racing

Independiente —_— Racing 2
Racing 0

Tiran las flechas para representar los partidos que juega Boca de local y multiplican
por 2. Cuando van a representar los partidos que juega River, se dan cuenta de que Boca -
River ya est4 contado dos veces, entonces dicen "River con Independiente y Racing, por 2".
Finalmente un alumno dice hay que hacer

6+4+2+0=12

En ese momento un alumno dice que en el problema con los 16 equipos habian
contado todos los partidos dos veces. Los nifios "transfieren” la solucion al problema original
y anotan

30+28+26+24+22+20+18+16+14+12+10+8+6+4+2+0 = 240

Varias reflexiones surgen a partir del analisis de lo que sucede en este Ultimo grupo.
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Por un lado, el problema ofrece la posibilidad de que los nifios revisen su produccion
a partir de detectar contradicciones entre los resultados que van obteniendo. Pero esta
posibilidad no radica solamente en la naturaleza del problema —el cual, por supuesto, juega
un papel fundamental—- sino en la relacién que el maestro es capaz de gestar entre los nifios
y el problema. Para que esta relacién sea posible, el docente debe anticipar cuales van a
ser sus intervenciones en caso de que la situacion se bloquee. No se trata de no decir nada,
sino de planificar un modo de intervencion que acomparfie el compromiso de los nifios con el
problema, que contenga la incertidumbre que les genera a los chicos no encontrar
rapidamente una solucion.

Hay una tercera cuestiéon que surge del andlisis de esta clase. ¢No hubiera sido
conveniente, a la luz de lo ocurrido, plantear primero el problema con una cantidad menor
de equipos?

Para responder este pregunta es necesario que tomemos conciencia de que los
nifios dan una respuesta erronea porque aplican el modelo de la proporcionalidad directa (1
equipo 30 partidos, 16 equipos 16 x 30) que —como hemos visto antes— no se adapta a la
resolucion de problemas de combinatoria. El hecho de que los nifios utilicen una estrategia
correcta para resolver el problema cuando se disminuye considerablemente la cantidad de
equipos, no significa que hayan rechazado el modelo de la proporcionalidad para tratar los
problemas de combinatoria. Sin ese rechazo explicito no podran enriquecer sus
concepciones acerca del campo multiplicativo, no podran elaborar nuevos modelos
adaptados a la resolucion de los problemas de combinatoria.

Cuando, en cambio, el recurso de reducir la cantidad de equipos se plantea como
respuesta a la necesidad de encontrar las razones de una contradiccién que los nifios han
reconocido, la estrategia de encontrar un método exhaustivo, es decir un método que
contemple todas las posibilidades, resulta significativa para rechazar el modelo de la
proporcionalidad.

Veamos algunos fragmentos de la puesta en comun:

Maestra: vamos a analizar cdmo resolvié cada grupo el problema
Pasa al frente el equipo que habia detectado la contradiccion al responder la segunda
pregunta
Al.: Primero nos fijamos cuanto jugaba uno contra otros equipos. Anota en el pizarron:
2
/3
1 4
5

Al.: y asi hasta 16.
Algunos alumnos dicen 15 y otros dicen 16. Hay inquietud en el aula por saber si es 15
0 16.
Al. Hay 15 posibilidades. Cada equipo juega 15 veces contra equipos. Con él no juega y
después multiplicamos por 16.
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Maestra: ¢ Te estés refiriendo al total de veces que juega cada equipo?

Al.: No. Cuando juega de local. Hicimos 15 x 16 y aca ya esté todo local y visitante cuando
haga para todos lo mismo (sefialando otro diagrama de arbol) estoy repitiendo, por eso
hago 15 x 16.

Maestra: Vos antes dijiste que cada equipo juega 15 veces.

Al.: No, en total cada equipo 30 veces.

Notemos que, aunque Al. habia dado muestras de entender el problema, la pregunta

de la maestra la obliga a precisar sus argumentos y a aclararlos a los demas compafieros (y

aclaréarselos a ella misma).

Maestra: Al. hizo todo para ver cuanto juega un equipo
Una nena: no entiendo
Al. (Hace el mismo é&rbol para cada equipo y muestra como aparece el local y el visitante)

Pasa otro grupo

Al.: Nosotros para resolverlo hicimos las dos preguntas juntas. Primero vimos que cada
equipo juega 15 veces de local. Después hicimos 15 x 2 = 30. Estos 30 son los partidos
de revancha.

Maestra: ¢Hay 30 partidos de revancha?

Al.: No. Cada equipo juega 30 partidos entre partido y revancha. Después hicimos
(anotando en el pizarrén).

30 X 8 = 240
total de partidos partidos total
de un equipo por fecha de partidos

Maestra: ¢,Por qué 30 x 8? ¢Qué es 30?

Al.: 30 son los partidos por equipo pero también son las fechas, porque en cada fecha, cada
equipo juega un partido.

Al.: Ellos hicieron al revés, en vez de 16 hicieron 8 y en vez de 15 hicieron 30.

Al.: Son 16 equipos, cada partido juega con otro, entonces tenés que dividir por 2.

Maestra: ¢ Qué es partidos por fecha?

Al1: los que juegan de local.

Al2: los que juegan ese dia.

Al3 (de otro grupo): nosotros nos confundimos porgue pensamos que en cada fecha se
juega de local y visitante y entonces hicimos 15 + 15 y nos dio 30 partidos por fecha.

Maestra: (a Al3) ¢ Cuéantas fechas?

Al3: 30.

Maestra: 30 fechas y 30 partidos por fecha ¢ cuantos partidos en total?

Al3.: 900.
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Maestra: cuando resolvemos un problema, para comprobar si estd bien o mal hay que
encadenar los datos. Las distintas respuestas tienen que ser coherentes entre si. Hay
que comparar los distintos datos y ver si se ajustan. A ustedes habia algo que "no les
funcionaba”, el tema es tratar de ver por qué no andaba.

Al3.: es que el problema no dice nada de las fechas.

Maestra: ¢ahora esta claro qué es una fecha?

Al3.: si.

Pasa un alumno del grupo que utilizé un procedimiento aditivo.

Al.: Primero nos equivocamos. El 1 juega 30 partidos, el 2 28, el 3, 26.

Muchos alumnos: jjjNo!!! jjTodos juegan 30!!

Al.: Est4 bien, todos juegan 30 pero los que jugd el 2 con el 1 ya los conté.

Muchos alumnos: no entiendo.

(Hay inquietud en la clase. Los alumnos piensan que lo que esta haciendo este
alumno. esta mal)
Al: Hacemos los partidos del 1:

2
3
1 4
5
6 Son 15 partidos y lo multiplicamos por 2
7 porque es local y visitante. Ac4 tenemos
8 los 30 partidos del 1, ¢no?
9
10
11
12
13
14 Cuando voy a contar los partidos del 2,
15 ya conté los que juega con el 1,
16 entonces no los tengo que contar, por eso son 28.

(La clase acepta el argumento)

Al. Entonces hay que hacer 30+28+26+24+22+20+18+16+14+12+10+8+6+4+2+0. El dltimo
es 0 porgue ya contamos todos los partidos.

Al: asi es muy largo.

Al.: no, no es tan dificil.

(Muchos alumnos dudan que la suma vaya a dar 240)

Al.: nosotros hicimos la suma y da 240.

Maestra: Cuando tenemos una cuenta asi, es interesante que veamos si podemos hacer
algo para "ahorrarnos" hacer una suma tan larga. Porque aunque la hagamos con
calculadora, son muchos datos para poner. Fijense

30+ 28+26+24+22+20+18+16+14+12+10+8+6+4+2+0
¢, Cuéntas veces aparece 30 en esta suma? (Pregunta la maestra sefialando que la suma de
los términos equidistantes da 30).
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Varios chicos cuentan y dicen 8
Maestra: entonces es 30 x 8 que es la cuenta que habian hecho algunos de los otros
grupos.

Hemos realizado un recorrido por diversos tipos de problemas multiplicativos. En el
momento de plantear su ensefianza estos problemas deberdn presentarse entre otros no
multiplicativos de manera de exigir a los alumnos la discriminacion pertinente. Sabemos que
el sentido de un concepto se construye tanto cuando se esta en condiciones de usar el
concepto como cuando se tiene la posibilidad de rechazar sus usos no adecuados.

1.3 Recursos y estrategias de calculo

Como ha sido planteado, uno de los desafios de la ensefianza estd dado por la
relacion que se busca provocar entre el trabajo a partir de problemas y el trabajo sobre el
calculo.

La capacidad de los alumnos de resolver problemas diversos depende, en parte, del
dominio progresivo de recursos de calculo. Para favorecer tal dominio es necesario plantear
un trabajo a nivel de célculo tanto a partir de los procedimientos de los alumnos frente a los
problemas, como de actividades especificas del campo numérico.

Con relacion a la multiplicacién plantearemos actividades tendientes a que los
alumnos puedan:

- construir un repertorio multiplicativo

- relacionar diversos procedimientos con el algoritmo de la multiplicacién
- elegir el recurso més adecuado segun el calculo

- estimar y controlar los resultados

La construccién de un repertorio multiplicativo

En el Documento de trabajo n°2, relativo al primer ciclo, planteamos que:

"... en los primeros aprendizajes de la multiplicacion los alumnos van a apoyarse en
lo que saben, que es la suma: 6 x 3 es pensado y resuelto como 6 + 6 + 6. Hay un primer
significado de la multiplicacion que es el de suma reiterada. A lo largo de la escolaridad
otros significados de la multiplicacién han de ser trabajados y se deben seleccionar y
plantear problemas que los pongan en juego, pero sin duda el poder pensar la multiplicacion
como producto esta en parte condicionado por haber establecido ya un conjunto de
relaciones multiplicativas entre los nimeros (ej; 6x3=18), es decir, que un conjunto de
productos basicos estén disponibles en memoria.”

Los avances de los alumnos en los campos tratados en este documento —
multiplicacion, division y fracciones— requieren poder establecer relaciones multiplicativas
entre los numeros. Esto debe ser entendido como una relacién reciproca: a medida que
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trabajan sobre estos temas los alumnos se hacen capaces de establecer nuevas y mas
ricas relaciones entre los numeros. A la vez, las relaciones que son capaces de establecer
les permiten un juego mas potente de anticipaciones y un mayor control sobre su trabajo.

La construccion del repertorio multiplicativo se inicia en el primer ciclo y debe
retomarse en el segundo. En este sentido consideramos importante que el maestro de 4°
grado conozca cudl es el nivel de dominio de sus alumnos con relacion al repertorio
multiplicativo. Para ello podra recoger informacion sobre el tipo de trabajo que han realizado
sus alumnos en afos anteriores y proponer a principio de afo, actividades que le permitan a
él y a los alumnos mismos establecer lo que saben y lo que tienen que aprender.

"Construccion del repertorio” significa mas que memorizacion. Significa trabajar
sobre las propiedades, establecer relaciones, organizar resultados etcétera.

Serd necesario enseflar a los niflos a apoyarse en los resultados numéricos
conocidos para encontrar los no memorizados. Por ejemplo, si se sabe 6 x 6 = 36 pensar 7
X6 como6Xx6+6=36+6=42.

Se les puede proponer que escriban en una tabla pitagérice;B los resultados que
conocen y a partir de ellos la vayan completando. Para esto los alumnos se apoyaran en
distintas propiedades de la multiplicacion aunque éstas permanezcan implicitas. Organizar
el analisis de la tabla de productos es un buena oportunidad para explicitar algunas de estas
propiedades. Las observaciones de los alumnos permitiran referirse a la conmutatividad de
la multiplicacion, al reconocimiento del 1 como elemento neutro, etcétera.

Plantear problemas que permitan analizar las relaciones entre los numeros
contribuird a un uso reflexivo de las tablas de multiplicar. Los nifios aprenderan dichos
resultados, pero también tendran elementos para construirlos a partir de otras
multiplicaciones. Por ejemplo analizar equivalencias entre diferentes multiplicaciones:
multiplicar por 8 es equivalente a multiplicar por 2 y por 4; multiplicar por 9 es equivalente a
multiplicar por 3 y por 3, etcétera.

El repertorio multiplicativo del que los nifios precisan disponer —ademéas de las tablas
del 1 al 9- incluye la multiplicacion por 10, por 100, por 1000 ya que gran cantidad de
célculos mentales pueden basarse en la descomposicién multiplicativa de los ndimeros.
Ademaés, la multiplicacion por la unidad seguida de ceros es particularmente util para la
aproximacion por productos y para la estimacion de cifras del cociente, que se desarrollan
en el apartado de division.

La relacion entre diversos procedimientos de los alumnos vy el algoritmo de la multiplicacion

Como ha sido dicho, el terreno del célculo puede ser trabajado desde situaciones
problematicas ante las cuales los alumnos usan diferentes procedimientos. La propuesta es
tomar estos procedimientos como objeto de trabajo: compararlos, mejorarlos y también
vincularlos con el algoritmo convencional.

®Tabla de multiplicacion de doble entrada atribuida a Pitagoras, matematico griego que vivio entre los afios 572 y 497
antes de Cristo
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Veamos un ejemplo. Se les ha planteado a nifios de cuarto grado el siguiente
problema:

"Calcular cuantos caramelos hay en 30 paquetes si en cada uno hay 12 caramelos"

Los nifios conocian el algoritmo de multiplicar por una cifra, pero ain no se les habia
"ensefiado” a multiplicar por dos cifras. ¢ COmo pueden resolver este problema entonces?

A partir de lo que si saben acerca de la multiplicacion utilizan diferentes
procedimientos, de los cuales algunos son correctos y otros no. En general van a tratar de
usar las herramientas de las que disponen: usar sumas o "distribuir”" el calculo en productos
por una cifra. Esto provoca que inventen propiedades de las cuales desconocen su validez.
Se busca justamente centrar el andlisis en esas producciones: no sélo con relacién al
resultado del problema sino también en cuanto a las estrategias desarrolladas y la
posibilidad de usarlas en otras situaciones, para otros célculos.

]

Algunos nifios realizan los siguientes célculos™
a.- 30x10=300 30x2=60 300+ 60 =360

Los nifios que —presentadas de muy diferentes formas— han realizado estas dos
cuentas de multiplicar y luego han sumado los resultados, han recurrido a la
descomposicién del 12 en 10 + 2 y a la aplicacién de la propiedad distributiva de la
multiplicacion.

b.- Algunos nifios calculan cuantos caramelos habra en 6 paquetes y luego lo multiplican
por 2

6 paquetes =30 x 6 =180y 180 x 2 = 360

En este caso los alumnos han aplicado la propiedad asociativa al descomponer el 12
en 6 x 2 yreconocer que 30 x12=30x6 x 2.

c.- Otros nifios establecen de diferentes formas cuantos caramelos hay en 10 paquetes y
usan ese resultado para establecer la cantidad de caramelos de 20 y 30 paquetes.

10 paquetes = 120 caramelos
20 paquetes = 240 caramelos
30 paguetes = 360 caramelos

Algunos de estos nifios se apoyan en su conocimiento de la multiplicacién por la
unidad seguida de ceros para averiguar la cantidad de caramelos de 10 paquetes y luego
duplican o triplican ese resultado.

"En la enumeracion de los procedimientos de los alumnos hemos preferido mostrar el nivel de conocimientos

matematicos involucrados mas que respetar exactamente sus maneras de presentarlos. Para ello hemos usado

formas de escritura que no son las de los nifios y con el objetivo de enriquecer el analisis interpretamos las

producciones de los alumnos en términos de uso de propiedades que, insistimos, son implicitas para los alumnos.
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Otros niflos descomponen el namero 30 en 10 + 10 + 10, calculan 10 x 12 y suman
tres veces ese resultado, es decir que, aunque no presentado de esta forma, estan
haciendo los siguientes célculos:

12x30=12x (10 + 10 +10) = 120 + 120 + 120

d.- Otros nifos realizan sumas sucesivas y en algunos casos agrupan de a "dos o cuatro
paquetes".

12

12

12 4 paquetes

12

48

48 4 paquetes
48 4 paquetes
48 4 paquetes
48 4 paquetes
48 4 paquetes
48 4 paquetes
346 de 28 paquetes
+24 de 2 paquetes

360 de 30 paquetes

En este caso se han utilizado implicitamente las propiedades asociativa y distributiva
de la multiplicacion. Si traducimos lo realizado en una expresién aritmética resulta:

12x30=(12x4)x 7 + (12 x 2)

En las estrategias de célculo que los alumnos utilizan ponen en juego las
propiedades de las operaciones.
También inventan propiedades que no son validas. Por ejemplo:

e- Para resolver 30 x 12 puede suceder que los nifios hagan
30 x 10 x 2. Apoyados probablemente en la descomposicién de 12 en 10 + 2 los nifios
suponen que multiplicar por 12 es equivalente a multiplicar x 10 x 2

f - Otro nifio realiza una descomposicion usando las mitades de ambos nimeros. Sabiendo
que 30 es 15 + 15,y 12 es 6 + 6 podemos interpretar el procedimiento de este alumno de la
siguiente manera:

30 x 12
(15+15)x(6+6)
30



él efectta 15 x 6 + 15 x 6 . De las cuatro multiplicaciones necesarias para aplicar la
propiedad distributiva en este caso realiza s6lo dos, lo cual lo lleva a un resultado
incorrecto.

El trabajo de confrontacion debera permitir el establecimiento de las propiedades
validas y el rechazo de los procedimientos apoyados en "leyes" que no son validas.

¢Cual es el objetivo de que los alumnos utilicen procedimientos diferentes para
resolver una operacion que nadie les ensefio si muchos de ellos realizan procedimientos
incorrectos? ¢Qué sentido tiene permitirles que inventen procedimientos para resolver
operaciones que seran en muchos casos incorrectos y en otros costosos y largos?

Nuestro punto de vista es que la exploracion de alternativas y el compromiso de
establecer su validez son rasgos esenciales del quehacer matematico. En este sentido
favorecerlos en el aula constituye una oportunidad para que los alumnos tengan una vision
mas plena de la matematica que pueda trascender su dimensidn instrumental.

Se trata de que los alumnos puedan —a partir de los célculos correctos e incorrectos
gue realizan— analizar cuales son las propiedades que utilizan, preguntarse si el
procedimiento que usaron para una cuenta servira para otras cuentas, establecer finalmente
estrategias validas que pasaran a formar parte de su caudal de conocimientos.

Hemos planteado la importancia de proponer a los alumnos problemas que implican
calculos para los cuales no se les ha ensefiado un algoritmo. Sin embargo, para que los
alumnos puedan producir procedimientos interesantes, que permitan verdaderas
evoluciones, se debe asegurar la disponibilidad de algunos recursos. Asi, por ejemplo,
antes de trabajar el algoritmo de la multiplicacion es importante que se haya trabajado la
multiplicacién por 10, por 100, la multiplicacion de un nimero entero de decenas por un
namero de una cifra (20 x 3), de un nimero entero de centenas por un nimero de una cifra
(200 x 4), que se hayan usado y "puesto a prueba" algunas propiedades de la operacion
(conmutativa, asociativa, distributiva respecto de la adicion).

Estos recursos de célculo mental se deben trabajar constantemente, ya que
permiten resolver muchos calculos, son una via de acceso a la construccion de los
algoritmos y un medio de control.

Los procedimientos que los alumnos producen para resolver una multiplicacién por
dos cifras pueden ser reorganizados y vinculados con los pasos del algoritmo convencional
para darle significado a estos.

Por ejemplo, uno de los procedimientos mencionados para 30 x 12 ha sido
reorganizado espacialmente

30x12=30x10+30 x 2 30
=300 + 60 = 360 x 12

2x30 60

0x30 300

360
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El interés de un algoritmo como éste es que se toman los nimeros enteros (2 x 30,
envezde 2x 0y 2x3como se hace en el algoritmo convencional) y eso favorece el control
sobre lo que se obtiene. Son por todos conocidos los errores que producen los alumnos
porque olvidan "llevar" o no encolumnan correctamente. La propuesta que hacemos no es
"a prueba de errores" pero busca favorecer la comprension de lo que se hace para también
ser capaz de reconocer cuando algo no esta bien.

Veamos distintos algoritmos intermediarios:

322

x 23
(3x2) 6
(3 x 20) 60
(3 x 300) 900
(20 x 2) 40

(20 x 20) 400
(20 x 300) __ 6000
7406

322 300+ 20+ 2
X23 X 20+ 3
900+ 60+ 6
6000 + 400 + 40
6000 +1300 +100 + 6

7406

La eleccion del recurso mas adecuado sequn el calculo

Los alumnos en la escuela tienen que aprender a evaluar en qué casos es realmente
conveniente usar la calculadora, en qué casos pueden resolver la operacién mediante algun
procedimiento de célculo mental y en cuales conviene hacer la cuenta escrita.

Para estas operaciones:
20 x 35
234.958 x 234
230 x 45

podemos evaluar que para averiguar el resultado de 20 x 35 es Util, y conveniente hacer un
calculo mental

20x 30 +20 x5=700 6 35 x 10 x 2 =700.
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En cambio para realizar 234.958 x 234 es mas util usar la calculadora, es un célculo
gue actualmente pocos adultos realizan en forma escrita.

Para resolver 230 x 45 puede ser util escribir la cuenta y realizarla, si bien también
se puede resolver mediante un célculo mental o usando la calculadora.

Es importante dar con frecuencia ocasion a los alumnos de elegir los recursos que
juzgan adecuados, al mismo tiempo que se les ensefia a usar un tipo de calculo como
control en la utilizacion de otro, por ejemplo, la estimacion mediante el calculo mental
aproximado como control al usar la calculadora.

El control sobre los resultados

Entendemos que para desarrollar en los alumnos una actitud de control sobre el
propio trabajo y sus resultados se deben proponer actividades especificas y frecuentes.

Nos referimos, por ejemplo, a actividades en las que hay que elegir resultados que
se juzgan razonables, analizar los célculos, establecer relaciones, usarlas para obtener
nuevos resultados, etcétera.

Presentamos algunas a titulo de ejemplo:

Sin hacer las multiplicaciones, elegi entre los propuestos el resultado que te parece
exacto. Vas a tener que explicar las razones de tu eleccion.

a.505x52=..... b.98x37=.....
16.260 56.260 26.260 30.626 3.626 6.626
c.47x29=.. d. 984 x 38 = ...
1.363 10.363 2.963 307.392 3.392 37.392

Los alumnos pueden producir justificaciones como éstas, por ejemplo para el
ejercicio a: "Si fuera 500 x 100 daria 50.000, como es x 50 tiene que dar mas o menos la
mitad asi que elijo 26.260". Los calculos propuestos han sido elegidos para favorecer el
redondeo a 100, 1.000 o la mitad de estos nimeros como recurso en la estimacion. Al
elaborar ejercicios de este tipo se deben anticipar los recursos cuya aparicion se quiere
provocar y en funcion de ello elegir los nimeros.

En el ejercicio que sigue se busca que los alumnos puedan producir un resultado a
partir del analisis de las relaciones entre un calculo del que conocen el resultado y otro a
resolver. El objetivo "de fondo" es que los alumnos adquieran el habito de establecer
relaciones entre diversos célculos y sus resultados, lo cual es muy dtil al resolver problemas
—favorece la representacion de alternativas de solucion— y como medio de control al usar
herramientas de célculo, por ejemplo la calculadora.
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Con la ayuda de los resultados dados,
calcula los otros productos

7x10=70 11 x3=33
7xX5=.. 11x6=...

En este otro ejemplo se ponen en juego mas relaciones:

Utiliza el resultado de esta multiplicacion
35 x 16 = 560
para calcular las siguientes
35x8=
35x32=
35x 160 =
350 x 16 =

Al presentar los resultados, en la puesta en comun, los alumnos tendran que decir
en qué se apoyaron para encontrarlos. Por ejemplo:

"Para 35 x 8 pensé en la mitad de 560, que es 280, porque 8 es la mitad de 16."
"350 x 16 me dio 5.600 porque 350 es 10 veces mas grande"

Actividades de este tipo permiten verdaderas adquisiciones si se insertan en una
secuencia de trabajo, si se las retoma para profundizarlas, extenderlas.

En otro momento puede plantearse:

Utiliz4 el resultado de esta multiplicacién
42 x 15 =630
para calcular la siguiente:
42 x 30 =
¢, Qué otros calculos podrias resolver a partir del dado ?

En este caso los alumnos tendran que usar ciertas relaciones para generar un
conjunto de calculos vinculados. Por ejemplo 42 x 300, 21 x 30 etc. Esta actividad permite
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ver si los alumnos realmente se han apropiado de lo que esta en juego en la propuesta y
también poner en evidencia y discutir errores posibles.

Por ejemplo a partir de 25 x 12 = 300 un alumno propuso 50 x 24 = 600 diciendo "50
es el doble de 25 y 24 es el doble de 12, entonces el resultado es el doble". Trabajar sobre
este error permite un andlisis fino sobre qué sucede cuando se duplica un factor, cuando se
duplican los dos. Este analisis se vincula con el sugerido para los problemas de producto de
medidas.

Es importante que cuando una idea se ha precisado, una propiedad se ha
establecido, se la ponga a prueba, se la haga funcionar.

Por ejemplo:

A partir de esta multiplicacion,
15x6 =90

pensa los factores faltantes en las siguientes.

15 x....= 45
15 x...=180
..X6 =180
...X... = 360

Un célculo puede ser un problema

Hemos tratado de dar algunos ejemplos del trabajo que se puede realizar a nivel de
célculo. Dicho trabajo esta al servicio de la capacidad de los alumnos de resolver problemas
pero, ademas, puede ser enfocado con caracter de problema. De este modo, en el terreno
del calculo caben también la discusion, la justificacion de opciones, el esfuerzo de lograr
formulaciones adecuadas, etcétera.

Hemos tenido la intencion de presentar en este apartado un analisis acerca de los
tipos de problemas de multiplicacién que los alumnos del segundo ciclo pueden abordar.
Paralelamente mostramos la construccion progresiva de los recursos y estrategias de
calculo que consideramos importante que los alumnos adquieran en la escuela.

Cabe aclarar que la separacion al interior del apartado entre tipo de problemas y
recursos y estrategias de célculo solo ha sido realizada con el objetivo de profundizar en el
analisis, pero que el desafio es el trabajo simultaneo de ambos aspectos para provocar los
avances de los alumnos en la construccion del significado de la multiplicacion.
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2- los sentidos de la division

Cuando se hace mencién a la division, no son pocas las incertidumbres que
aparecen tanto en los docentes como en los alumnos. Pero casi todas tienen algunos
aspectos en comun, producto tanto de la historia de su ensefianza como del concepto en si:
“lo mas dificil es ensefiar el algoritmo”, "...los chicos no lo entienden”, "...saben hacer la
cuenta de dividir pero no comprenden lo que hacen...”

Esta centracién en el algoritmo muchas veces deja de lado otros aspectos que
también son esenciales:

-¢,Qué problemas plantear para ensefiar la division? ¢ Son todos de la misma complejidad?
-¢ Estan los chicos en condiciones de resolver un problema de division antes de haberles
ensefiado el algoritmo convencional? ¢ Con qué recursos?

- Los distintos procedimientos desarrollados por los alumnos ¢ implican todos el mismo nivel
de conceptualizacion?

Si no, ¢hay que privilegiar unos por encima de otros?, ¢.con qué criterios?

-¢,Como articular las estrategias de los alumnos con los procedimientos que hay que
ensefiar? ¢En qué momento plantear la cuenta? ¢Hay que dar cuentas sueltas para que
practiquen o alcanza so6lo con los problemas?

-¢El calculo mental pone a los alumnos en mejores condiciones para abordar los
problemas? ¢ Por qué?

En este capitulo intentaremos responder algunas de las cuestiones planteadas.

Sefo: ¢ Cuantos decimales bajo?

Esta pregunta seguramente resultara familiar y da cuenta de la gran variedad de
resultados posibles que se pueden obtener frente a una division. Efectivamente, segun el
problema que se esté resolviendo, una misma cuenta puede remitir a resultados diferentes.
Veamos estos ejemplos:

1) Se quieren repartir 25 caramelos entre 3 chicos de manera que a todos les toque la
misma cantidad. ¢ Cuantos le corresponde a cada uno?
2) Completar la siguiente tabla de proporcionalidad directa:

3 1
25

3) Tres amigos gastaron en un almuerzo $25. Deciden que todos van a pagar la misma
cantidad. ¢ Cuéanto debe abonar cada uno?

Cada uno de estos problemas se resuelve con la misma operacién: 25 : 3. Pero las
respuestas de cada uno de ellos son bien diferentes:
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en el problema 1) es 8 caramelos para cada uno y sobra 1
en el problema 2) es 25/3
en el problema 3) es $8,33

Esto demuestra que cuando hablamos de dividir un nimero por otro no estamos
diciendo algo del todo preciso. Por otra parte, la complejidad de la operacion varia en la
medida en que varien los problemas que se plantean.

Consideremos nuevamente los problemas 1, 2y 3:
En el problema 1 se espera que el resultado sea un namero natural, y es posible de
ser escrito:

25=8x3+1 obien 25|3

8
1
/
En general, hay toda una variedad de problemas que remiten a la division entera o
euclidiana, esto es, dados dos numeros naturales (dividendo y divisor) es necesario
encontrar otros dos numeros naturales (cociente y resto) de manera tal que:

dividendo = divisor x cociente + resto
(a=bxqg+r)

con resto mayor o igual que cero y menor que el divisor.

En cambio en el problema 2 hay que encontrar un nimero que al multiplicarlo por 3
nos dé 25. Este nimero es 25/3 (constante de proporcionalidad). En este caso el problema
remite a la divisibn exacta, esto es, dados dos numeros enteros (dividendo y divisor),
encontrar un tercer nimero (cociente) de manera tal que:

dividendo = divisor x cociente
(a=bxk)

A diferencia de la division entera, en este caso existe la posibilidad de que el
cociente no siempre sea un entero, como en el caso del ejemplo, 25/3.
(Tanto en la division entera como en la exacta, el divisor debe ser un niumero diferente de
0.

Es la division exacta (y no la entera) la que permite establecer la relacion entre la
multiplicacion y la division como operaciones inversas.

A su vez, podré ser punto de apoyo para el trabajo con nimeros fraccionarios: si
a=b xk, luego a/b = k.

Evidentemente hay un punto en donde estas dos divisiones se juntan: cuando el
resto de la divisién entera es 0, pero es preciso remarcar que el recurrir a una o a otra
depende del problema a resolver, como se intentara justificar mas adelante.
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Cabe sefialar que no todas las situaciones de division “encajan” perfectamente en
uno de estos dos modelos de divisién. Por ejemplo el problema 3 podria ser un buen
candidato para el modelo de division exacta pero, en realidad, una mayor precision en el
cociente no seria interpretable en términos de nuestro sistema monetario que solo acepta
dos decimales.

Seleccionar cuél de las operaciones debe emplearse frente a un problema dado es
parte de la construccién del sentido de cada una de ellas.

Cuando se habla del significado de una operacion se entra en un terreno
complicado. ¢Cual es el significado de la division? ¢Qué variedad de problemas permite
resolver? ¢Qué problemas no permite resolver? ¢En qué se diferencia de las otras
operaciones?, etc. No se agotan facilmente las preguntas en relacion al sentido de la
division.

Muchas veces se discute si el sentido es mas importante o no que la cuenta. Ya
hemos planteado que desde nuestro punto de vista esta oposicion impide ver que en
realidad el sentido de un concepto supone reconocer los problemas que el mismo permite
resolver, usar las propiedades y las formas de representacion adaptadas a esos problemas
y dominar diferentes estrategias de calculo que permitan abordarlos.

Es por ello que la ensefianza deberia provocar la evolucion del sentido de la division
a partir de:
- la resolucion de problemas que impliquen la division, asumiendo fundamentalmente la
afirmacion esbozada en los documentos previos que indican...“los problemas favorecen la
construccion de nuevos aprendizajes”...”los problemas para los cuales un conocimiento es
atil, dan sentido a dicho conocimiento”...
- la manipulacion de escrituras y representaciones de esta operacién, como asi también las
variaciones y cambios que pueden ocurrir en dichas representaciones. Se plantea entonces
el problema de provocar la evolucion desde las producciones de los alumnos hacia las
escrituras y representaciones convencionales que la escuela quiere ensefiar. Esto implica
asumir que los conocimientos y sus representaciones no son estaticos, estan en constante
revision, son modificados, perfeccionados, reelaborados a partir de los nuevos problemas
que se van presentando.
- el uso y dominio del algoritmo, como consecuencia del trabajo en torno a la resolucion de
problemas, asumiendo la relacién entre el significado de la division y su algoritmo, las
propiedades que en él intervienen, las condiciones que plantea, las restricciones que
presenta.

Vemos entonces que la cuestion del sentido es compleja y exige ser abordada desde

un conjunto muy variado de actividades que seguramente deberan desarrollarse a lo largo
de varios afios en la escuela.
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2.1 Problemas vinculados a la busqueda de cociente y resto (larelaciona=b x q +r).

La relacion a = b x q + r es utilizada en variadas situaciones donde, como ya fue
mencionado, la necesidad de apelar a ella estd determinada por el problema a resolver.
Plantearemos dos tipos de problemas: repartos e iteraciones.

a) Repartos
Los primeros significados que los alumnos comienzan a otorgarle a la division se

desarrollan en el transcurso del primer ciclo de la escuela primaria. Generalmente estan
vinculados al acto de repartir. Por ejemplo:

1) “Se quieren repartir 20 globos entre 6 chicos, de manera que a todos les toque la
misma cantidad. ¢ Cuantos globos le corresponden a cada chico?”

Son numerosos los ejemplos de problemas que se encuentran en libros y manuales
donde la accion principal es el reparto y la determinacion del valor de cada parte (¢, cuantos
globos le corresponden a cada chico?).

Menos frecuente es encontrar problemas donde la accion principal también sea el
reparto, pero se tenga que determinar la cantidad de partes, por ejemplo:

2) “Se quieren repartir 20 globos entregando 6 a cada chico. ¢Para cuantos chicos
alcanza?”

Si pensamos en las acciones que evocan uno y otro problema tal vez encontremos
pistas para comprender la diferencia entre ambos. Efectivamente, el primero invita a ir
entregando un globo a cada chico, hasta agotar los globos y luego contar cuantos se
entregaron a cada uno, en tanto que el segundo problema remite a entregar de una vez 6 a
cada chico y luego contar para cuantos chicos alcanzé.

Por supuesto que llega un momento en el aprendizaje en el cual se diluyen las
diferencias entre uno y otro problema, sin embargo el trabajo de los chicos sera justamente
establecer las semejanzas entre problemas que, en principio, son diferentes.

Es importante ademas tener presente que el contexto determina a priori que el
cociente deba ser un namero entero (ni globos ni chicos son posibles de partir). Esto
condiciona la operacion a seleccionar.

Muchas veces los alumnos tienen dudas al proponer respuestas para este
tipo de problemas: “¢son globos o chicos?” suelen preguntar. Esto nos indica que el
tratamiento de las magnitudes involucradas en un problema y su relacién con el resultado,
no son cuestiones sencillas para los nifios.
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Otro aspecto vinculado al uso de la division se identifica con problemas que pongan
en juego el valor o el calculo del resto, por ejemplo:

“Se quieren colocar 130 figuritas en un album. En cada pagina entran 8 figuritas.
¢ Cuéntas paginas se pueden llenar? ¢Cuantas figuritas mas se necesitaran para
completar otra pagina?”

Esta segunda pregunta dentro del problema exige el célculo del resto, la
comparacion de este con el total de figuritas en cada pagina, y en consecuencia, la
determinacion de las figuritas que faltan. Es aqui donde el analisis del resto juega un papel
fundamental en la resolucién del problema.

Presentado como un problema de reparto, los procedimientos usados por los
alumnos en la realizacion de dicho reparto le deben garantizar la obtencién del resto. A su
vez se deberé considerar que el resto sea menor que el divisor, caso contrario se podria
continuar con el reparto. Aqui el sentido de la division apunta a la obtencion del resto, y no
solo el cociente.

Otro ejemplo podria ser:

“Hay 625 pasajeros para ser trasladados a un congreso en micro. En cada micro
entran 45 personas. ¢ Cuantos micros se necesitan?”

Muchos nifios apelaran a la divisién y responderan que se precisan 13 micros, sin
desarrollar un analisis en torno a los 40 congresales (el resto de la divisién) que quedaran
sin viajar.

O bien, en caso de saber dividir con decimales, muchos alumnos diran que se
precisan 13,8 micros, dejando de lado la necesidad de que el cociente sea entero.

Es también importante el trabajo que implique la determinacién del dividendo,
conocidos el divisor, el cociente y el resto, por ejemplo:

“Luego de repartir todos los globos a los 23 invitados a su fiesta, entregando 4
globos a cada chico, Martina se qued6 con 3 globos. ¢Es posible que el paquete

tuviera 100 globos?”

También en este tipo de ejemplo a los alumnos les resulta dificultoso reconocer la
posibilidad de reconstruir el dividendo a partir de la definicion de division.

Uno de los procedimientos posibles es reconstruir el total de globos, y la manera de
conseguirlo esta vinculada a la siguiente relacién
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Total de globos=23 x4 + 3.

Otra manera de resolver el problema —aunque es poco probable que surja de los
niflos— es hacer la siguiente operacion:

100 | 23

y 4

Los dos procedimientos permiten contestar respecto de la posibilidad de que el
paquete tenga 100 globos. En el primero, reconstruyendo el total de globos que
efectivamente tiene el paquete y, en el segundo, mostrando cuantos globos le hubieran
correspondido a cada nifios, de haber tenido 100 globos el paquete. Es interesante sefialar
gue es posible responder a la pregunta a partir de informaciones diferentes.

b) IteracionesEI

Ampliar el conjunto de problemas para los cuales un cierto concepto es un recurso
adaptado es responsabilidad de la escuela. Esta responsabilidad exige pensar situaciones
en las cuales la division sea resignificada, ampliada como concepto.

El haber interactuado con problemas de repartir no es suficiente para identificar otros
problemas para los cuales la division es un recurso adecuado. Es el caso del siguiente
ejemplo:

“Hoy es Domingo. ¢ Qué dia de la semana sera dentro de 1000 dias?”

¢, Cuales son las estrategias que despliegan los nifios para abordar un problema
como éste?

En un primer momento se debatirdn en torno a si considerar el afio bisiesto o no
(aspecto que no incide en la resolucion del problema), para luego, quizds con la
intervencion docente y la discusion con otros chicos, poder establecer que cada 7 dias
volvera a ser domingo, cada 14 dias también, y en realidad, cada un multiplo de 7 sera
domingo.

A partir de esto algunos ensayaran estrategias similares a ésta:

T+7+7+7+7......... hasta llegar a 1000.

La complejidad y lo aburrido de este mecanismo provocard que mas de un alumno
piense en sumar multiplos de 7:

O sea, cada 700 dias serd domingo. Cada 140 dias también, entonces:

8 Hemos designado iteraciones a los problemas en los que se plantea una relacion de congruencia: dos
ndameros enteros son congruentes, por ejemplo médulo 4, si ambos tienen el mismo resto cuando se los divide
por 4. Asi, por ejemplo, 14 y 82 son congruentes modulo 4.
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700 + 140 + 140 = 980, a los 980 dias es domingo.

Entonces, 14 dias mas y otra vez es domingo, ya tenemos que dentro de 994 dias
(980 + 14) es domingo. Si pasan 6 dias més son los 1000 dias, y cae sabado.

Considerando los procedimientos anteriores, el maestro podra plantear que
7x142+6=1000 y en consecuencia, los 1000 dias equivalen a 142 semanas, y sobran 6
dias. Entonces, dentro de 1000 dias sera sabado.

A partir de resoluciones como la descripta, el maestro podrd proponer analizar qué
se ha estado buscando y ver si los calculos realizados se pueden reemplazar por una Unica
operacion. Se busca que la division comience a transformarse en un recurso adecuado para
este nuevo tipo de problemas.

Se puede notar que la resolucion de este problema esta relacionada con la
aproximacion por productos y el analisis del resto (aspectos que se desarrollaran mas
adelante), pero serdn muy pocos los que recurran a la divisién aunque ya sepan “usarla”.

Otro problema podria ser el siguiente:

“Si estoy en el niumero 78 y desciendo dando saltos de 4 en 4, ¢cual es el Ultimo
namero (mayor que 0) que digo?”.

Ante este problema, evidentemente, muchos alumnos realizardn procedimientos
como el siguiente

78-4=74
74-4=70........ etcétera.

Otros, en tanto, se daran cuenta (ya que ésa es la intencion) que podran restar 40, o
restar 20 (mdultiplos de 4) para economizar célculos:

78 -40 =38
38-20=18
18-16 =2... Luego, se llega a 2

Incorporarle a este problema la pregunta ¢Cuantos saltos se dan?, obligara a los
alumnos a controlar la cantidad de saltos que estdn contenidos en cada resta, lo que
permitira retomar la idea de que se busca un niumero que al multiplicarlo por 4, se aproxime
lo més posible a 78:

78 =4x19 + 2, 0 sea 19 saltos de 4 y llego al 2.

Si bien no es esperable que de entrada los chicos reconozcan la division, tanto el
andlisis de los distintos procedimientos, como la necesidad de encontrar una estrategia
econdmica cuando los nUmeros crecen, deberia llevar a identificar la divisibn como la
operacién que resuelve este problema. Esta identificacion enriquece, para los alumnos, los
significados vinculados a la division.
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2.1.1Larelacién a=b x q + r como objeto de reflexién

Analicemos ahora el siguiente problema:

“Al dividir un namero por 13, el cociente dio 4 y el resto fue 1. ¢ Cuél es el niumero
que se dividio?”

Para resolverlo, los alumnos deberan poner en juego la relacién
dividendo = cociente x divisor + resto

Proponerles a los nifios buscar divisiones con un resto determinado es otro problema
gue les exige trabajar con la relacién anterior. Aca sera interesante plantear restos de, por
ejemplo, dos o tres cifras, para desafiar una idea frecuente en los nifios: “el resto es un
namero pequefio”.

Otro problema podria ser:
“Buscar cuentas de dividir que tengan cociente 23 y resto 12.”

En un primer momento los alumnos intentardn encontrar por ensayo y error los
valores del dividendo y el divisor, tarea bastante compleja por cierto.

La intencion es trabajar con la escritura a = b x q + r, ya que, para que el cociente
sea 23 y resto 12 se debera verificar que:

a=bx23+12
Se trata en definitiva de encontrar a y b (dividendo y divisor).

Seguramente los alumnos no pondran de entrada en juego la relacién que queda
expresada con esta escritura. Muy probablemente muchos seguiran ensayando,
otorgandole un valor cualquiera a “a” y buscar el valor de “b”". La idea es concluir en que si
se le da cualquier valor a “b”, basta hacer la cuenta para encontrar el valor de “a”, por
ejemplo:

Sib=30, luego, a =30 x 23 + 12. Entonces a = 702
Sib=20,luego a=20x 23+ 12. Entonces a =472
Sib=15,luego a=15x 23 + 12. Entonces a = 357

Evidentemente, a partir de esta construccidon, es notorio que hay infinitas

posibilidades para a y b de manera que el cociente sea 23 y el resto sea 12. En este punto
resulta muy interesante analizar los posibles valores de b:
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¢podra ser 2?, ¢y 4?, ¢y 10? Este andlisis incorpora la necesidad de que el resto
sea menor que el divisor, por ejemplo:

¢qué ocurrird si consideramos b = 9?

la forma que adquiere el problema sera:

a‘9
y23

Ante esto, es posible pensar que a =23 x 9 + 12,
a=219

Pero al efectuar la division entre 219 y 9 ,resulta

219 | 9
39 24
e
Estos valores no verifican las condiciones planteadas por el problema: cociente 23 y
resto 12. La contradiccion se provoca al no considerar que el resto debe ser menor que el

divisor. Llegamos entonces a la conclusion de que b puede tomar cualquier valor mayor que
12.

2.2- Problemas vinculados ala busqueda de un cociente (larelacion a = b x k)

Ya ha sido mencionada la posibilidad de que algunos problemas remitan a la divisién
exacta: a = b x k con a, b niumeros enteros y k un nimero racional (entero, fraccionario o
decimal).

Organizaremos el analisis alrededor de dos tipos de problemas: proporcionalidad y
producto de medidas.

a) Proporcionalidad

La divisibn exacta aparece como necesaria cuando, en una relacion de
proporcionalidad, se desea determinar el valor de algunos elementos que intervienen en
una tabla, o bien, al buscar la constante de proporcionalidad, por ejemplo:
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Completar la siguiente tabla:

Paquetes 3 7

Figuritas 12 176

En este caso, se ponen en juego diferentes procedimientos, que en variadas
situaciones implican la division: “si en 3 paquetes hay 12 figuritas, en 1 paquete hay 12:3=4.
Luego, para encontrar la cantidad de paquetes que corresponden a 176 figuritas, el calculo
176 : 4 = 44 paquetes es adecuado a esta situacion.

Es éste un campo propicio para abordar la relacion entre el producto y la division.

Otro ejemplo vinculado a esta representacion seria: “En una caja hay 6 alfajores.
¢Cuantas cajas corresponden a 180 alfajores”.

En este ejemplo podria pensarse que C x 6 = 180 (donde C representa la cantidad
de cajas). Al ser la division la operacion inversa del producto, C = 180 : 6 . Luego C = 30

cajas.

b) Producto de medidas

Es también en este tipo de problemas donde la divisibn exacta aparece como un recurso
adecuado. Es importante retomar los problemas enunciados en el apartado de
multiplicacion relacionados al producto de medidas.

Analicemos algunos ejemplos:

“Encontrar todos los rectangulos cuya superficie mida 24 m? y sus lados sean
nameros naturales.”

En este tipo de problemas, los alumnos podran pensar en qué niumeros multiplicados
entre si, dan por resultado 24:

1x24=24
2x12=24
3x 8=24

Pero también podran suponer un lado fijo (por ejemplo 3 m) y, via la division,
determinar el valor del otro lado (24 : 3 = 8). La relacién en este tipo de problemas entre el
producto y la divisibn debe hacerse notoria. Poder determinar que si un lado mide 6 m, el
otro debera medir 4m involucra el reconocimiento de la relacion 24 = 4 x 6 y su
“equivalente” 24 : 6 = 4.
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Dentro del mismo ejemplo, el tamafio del area en cuestion es una variable a tener
presente: si en lugar de 24 m?, presentamos un rectangulo de area 1968 m? y sus lados
deben ser numeros naturales, se podria pensar en dos situaciones que exigen el uso de la
division exacta, pero que a su vez resultan diferentes:

Un caso estaria determinado si se presenta la medida de uno de los lados del
rectangulo, por ejemplo: superficie 1968 m? y uno de sus lados mide 48 m. Ante estos
datos, el uso de la divisibn exacta permite encontrar el valor del otro lado: 1968 : 48 = 41m.

Otra situacion podria ser (semejante a la anteriormente descripta): “Hallar por lo
menos 6 rectangulos de area 1968 m?”. Este planteo, dados los nimeros en juego, en cierta
forma remitir4 no solo a la division entera con resto cero sino a los criterios de divisibilidad.

Muchos alumnos haran ensayo y error, por ejemplo:

1968 : 2 =984 (rectangulo de 2 x 984)
1968 : 3 = 656 (rectangulo de 3 x 656)

Pero cuando lleguen a 5, el resultado no sera un numero entero.

Determinar por cuél o cuéles numeros es posible dividir 1968 para obtener un
namero entero es parte del trabajo con la division exacta y los criterios de divisibilidad.

2.2.1 Los problemas que requieren de la division exacta dan lugar a otros tipos
de nameros

Veamos en los siguientes problemas como los ndmeros elegidos hacen variar la
complejidad de su resolucion:

1) “Una madera de 12 mts. se corta en 6 pedazos iguales. ¢ Cual es la longitud de
cada tramo?”
2) “Una madera de 12 mts. se corta en 5 pedazos iguales. ¢ Cual es la longitud de
cada tramo?”

El problema 1 podria ser pensado igual que cualquier problema que requiera de la
division exacta:

12:6=2,pues2x6 =12

En tanto que el problema 2 también remite a la division exacta, con la dificultad
siguiente:

12 : 5=k con la condicion de que k x 5 = 12

Muchos alumnos recurrirdn a la division entera, dando por respuesta 2 m. Sin
embargo sobra un trozo de madera.
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Otros intentaran aproximar cuanto mas que 2 m tendra cada pedazo. En ese caso
deberan controlar el significado de lo que obtienen (24 m., 24 cm. etcétera).

Evidentemente, el segundo problema incorpora la necesidad del uso de otro tipo de
nameros, que no son enteros, para encontrar la respuesta apropiada: fraccionarios o
decimales.

Los problemas de magnitudes continuas amplifican las posibilidades de resignificar
la division y las técnicas desplegadas por los alumnos para su resolucion.

Tanto el trabajo con longitudes, como areas, o el tratamiento del tiempo, favorecen la
construccion del sentido de esta operacion.

2.3. De las estrategias de los alumnos a los procedimientos convencionales (¢el o los
algoritmos?)

Ya hemos mencionado varios procedimientos que despliegan alumnos de primer ciclo ante
problemas de reparto.

Evidentemente, en dichos problemas, los recursos de agrupamientos, sumas o
restas sucesivas son validos por dos motivos:

- son los conocimientos sobre los cuales los alumnos se podran apoyar para encontrar la
solucion al problema.

- Estan relacionados con la division ya que implican procedimientos anticipatorios respecto
de la experiencia de efectuar el reparto y contribuyen, por lo tanto, a la construccion del
sentido de esta operacion.

Veamos ahora una situacion en la cual se busca que los alumnos inventen diferentes
maneras de encontrar un cociente y un resto:

Bl

En busca de estrategias de calculo

Materiales:

- hojas cuadriculadas (cada cuadradito representa una baldosa)
- cartulinas

- tijeras y plasticola

Primera parte:
Se divide a la clase en 6 grupos de 3 0 4 alumnos cada uno. Dos grupos seran los
“embaldosadores” y los otros cuatro seran los “calculistas”. El problema es el mismo para

todos los grupos:

“Un embaldosador dispone de 1897 baldosas. Las tiene que colocar sobre un gran
mural rectangular en filas de 18 baldosas cada una. ¢ Cuéntas filas podra armar?”

° Esta actividad se basa en una parte de una secuencia para division elaborada en el IREM de Bordeaux (1985).
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Los grupos de “embaldosadores” deben armar el mural con los materiales, mientras
gue los “calculistas” tienen que encontrar la cantidad de filas haciendo célculos.

En esta parte debe quedar perfectamente aclarado que todos los grupos buscan lo
mismo.

Uno de los aspectos a tener presentes en este problema es el tamafio de los
ndmeros. La finalidad de presentar nimeros “grandes” es que los chicos noten las
dificultades que acarrea el uso exclusivo de sumas, aunque en ocasiones igual recurren a
ellas, por ejemplo:

18+18+18+ 18 +......... intentando alcanzar el 1897

Ante semejante extension de sumas algunos recurren a sumar varias filas a la vez:
36 +36+ 72+ 72+ 180 + 180 +....nuevamente buscan acercarse a 1897.

Esta estrategia tiene la dificultad de hacer engorroso el control de la cantidad de filas
qgue se van construyendo. Una manera de hacerlo es anotar a cuantas filas corresponde
cada uno de los términos que van sumando:

36 +36+72+72+180+ 180 +...
2+2+4+4+ 10 +10+....... etcétera.
Pero también hay muchos chicos que plantean otras estrategias:
18 x 100 = 1800
18 x 120 = 2160 *“es mucho”
18 x110=1980 “nos pasamos”
18 x 108 = 1944
18 x 104 = 1872
18 x 106 = 1908
18 x 105 =1890 son 105 filas y sobran 7

En cambio otros alumnos realizan los siguientes calculos:

1897 18 x 100 = 1800
1800
97 18x4=72
97
12 18
25
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25 son 105 filas y sobran 7 baldosas

18

A pesar de que estas dos Ultimas estrategias podrian parecerse pues recurren a la
multiplicacion, tienen una diferencia que vale la pena destacar: en el primer caso los chicos
buscan un ndamero (la cantidad de filas) que al multiplicarlo por 18 se aproxime lo mas
posible a 1897, en cierta forma azarosa. En cambio, en el segundo caso, los alumnos van
controlando mediante la resta la cantidad de baldosas que les van quedando. Esto
demuestra un control sobre el total y las cantidades parciales que van usando y
encontrando.

Estos procedimientos vinculados a la aproximacion por productos son vélidos por lo
siguiente:

- responden a conocimientos que los chicos tienen

- economizan la tarea en comparacion con la suma

- permiten controlar los resultados parciales que se van obteniendo
- son el punto de apoyo hacia el algoritmo convencional

Evidentemente, para que sea posible que este tipo de procedimientos aparezcan
debe desarrollarse un trabajo en torno al repertorio multiplicativo tal como se describe en el
capitulo de multiplicacion.

Desde nuestro punto de vista, la importancia de la aproximacién por productos como
recurso justifica que se dediquen varias clases para asegurar que todos los alumnos
dispongan del mismo.

Segunda Parte:

Un representante de cada grupo “calculista” expondra la manera en que han resuelto
el problema. La idea de esta parte es que los alumnos presenten a sus compafieros los
calculos o dibujos realizados y los convenzan de que son correctos. Lo que se pone en
discusion en esta parte son las estrategias: ¢cual es mas econdmica?, ¢cual permite
controlar mejor lo que se va haciendo?, ¢cémo organizar los célculos de manera que
resulten comprensibles para otros?, etcétera.

Durante la resolucion del problema los chicos no se preocupan por la organizacion
de sus célculos. Basta con que sea claro para ellos. En el momento de explicar a otro lo que
hicieron se encuentran ante la dificultad de la comunicabilidad de sus estrategias. Este es
un aspecto muy importante de la segunda parte.

A su vez, los dos grupos que tuvieron que construir el mural seran los controladores
de lo que han producido los grupos, ya que ellos tendran el mural armado.

Mediante la presentacion de problemas como éste se busca instalar entre los
alumnos un debate en torno a la solucién mas econémica.
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El recurso de multiplicar y restar debera ser el centro de atencion ya que es un
procedimiento posible de ser reconocido por los alumnos como la herramienta ideal, a esta
altura del trabajo.

Todos estos recursos permitirdn a los nifilos resolver una amplia variedad de
problemas relacionados con la division. Al ampliar el campo de uso de este concepto,
muchos de estos procedimientos empiezan a ser defectuosos, engorrosos y poco
economicos.

Sera entonces necesario ofrecerles a los alumnos situaciones que favorezcan el
desarrollo de nuevas y mas elaboradas técnicas de calculo de cocientes, restos, divisores o
dividendos.

Es por ello que el trabajo con el algoritmo requerira un abordaje especifico que no
ponga en riesgo la dindmica propia de la construccion y evolucion del concepto por parte de
los alumnos. Se debe pensar en una estrategia de ensefianza que permita a los alumnos
construir el sentido de esta operacion, aceptando que el mismo estard en constante
evolucion a medida que se vayan presentando la variedad de problemas que permite
resolver.

Son variadas las actividades que se pueden desplegar de manera tal que los
alumnos analicen sus propias estrategias, y puedan hacerlas evolucionar:

Un recurso que resulta muy util para el céalculo de la divisibn mediante la
aproximacion por productos, es el dominio de resultados y célculos de la forma x10, x100,
x1000, y consecuentemente, x20, x300, x4000. Seran de suma utilidad para los chicos en
un problema como el de las baldosas (planteado anteriormente), si los ndmeros que
intervienen son aun mayores: “Se tienen 42304 baldosas. Se colocan 234 en cada fila.
¢, Cuéntas filas tendré el patio?” En este caso, procedimientos vinculados a la aproximacion
por productos desarrolla anticipaciones en torno a la cantidad de filas:

“si hay 100 filas, son 234 x 100 = 23400 baldosas

42304

23400
18904 me quedan 18904 baldosas

“si hago 50 filas son 234 x 50 = 11700 baldosas

18904

11700
7204 me quedan 7204 baldosas

“si hago 30 filas, son 234 x 30 = 7020 baldosas
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7204

7020
184

Ya no se pueden hacer mas. Luego son 180 filas y sobran 184 baldosas.

a) Estimacidn de la cantidad de cifras del cociente

Este aspecto resulta muy til en el momento de realizar la operacion para poder controlar el
resultado. Tanto al realizar el calculo con un procedimiento no convencional, como al
realizarlo usando el algoritmo, o bien con una calculadora, la posibilidad de estimar la
cantidad de cifras de una division es un recurso que permite una mayor facilidad en el
control de la accion realizada. Si se trata, por ejemplo, de realizar

45 678 : 342

puede estimarse la cantidad de cifras del cociente de la siguiente manera:

el cociente, ¢, es mayor que 10? Si, porque 342 x 10 = 3420 que es menor que el dividendo;

el cociente, ¢es mayor que 100? Si, porque 342 x 100 es igual a 34200 que es menor que
el dividendo;

el cociente, ¢es mayor que 1000? No, porque 342 x 1000 es 342 000 que es mayor que el
dividendo.

Resulta entonces que el cociente es mayor que 100 y menor que 1000. Por lo tanto
tiene 3 cifras.

b) Representaciones del algoritmo

A partir de este tipo de andlisis es que serd menos “magica” la significacion del algoritmo,
respetando esos mismos procedimientos, como por ejemplo bajo una representacion como
la siguiente para el calculo de

1243 :8 =
1243 8 443 8 43 8
-800 100 -400 50 40 5

vy 2
Luego, el resultado serd 100 + 50 + 5 = 155 y sobran 3.
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O bien mediante esta otra representacion para 8273 : 24

8273 24 8273 24

-2400 100 6 -7200 300

5873 100 1073 40
-2400 -960
3473 100 113 4
-2400 -96
1073 20 17 344
-480
593 20
-480
113 4
-96
17 344

Esta es una forma posible de tratar el algoritmo de la division, que podra servir como
punto de apoyo del algoritmo convencional, pero simultineamente se deberan desarrollar
actividades tendientes a significar todos lo nimeros que intervienen en una division, como
asi también las propiedades que entran en juego.

Una discusion que se ha venido desarrollando en las escuelas esta vinculada a la
siguiente pregunta: ¢en gué momento los alumnos “deben” dejar de explicitar la resta en el
algoritmo convencional? Ahora bien, en tanto el nifio necesite explicitar el significado de
todos los pasos que va desarrollando, no hay motivos suficientes que justifiquen bloquearle
la posibilidad de expresar esa estrategia escrita. Dejar de hacer la resta no significa un
avance notorio en la concepcion de esta operacion ni aporta una economia tanto mayor.

El trabajo con el algoritmo no es separado del trabajo con respecto al sentido de la
divisién. Son simultdneos y complementarios. Esto permitira que los alumnos identifiquen a
esta operacion con su representacion y con los problemas que permite resolver.

Hemos presentado en este apartado un campo de situaciones probleméticas sobre
los sentidos de la division para ser abordados en el segundo ciclo.

Nos hemos preocupado por incluir tanto problemas contextualizados como
problemas que permiten una reflexion méas directa sobre el objeto matematico mismo.

La distincion entre division exacta y division entera se vincula al funcionamiento de la
division en distintas clases de problemas, en distintos campos numéricos y en funcién de
sus relaciones con la multiplicacién.
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lll - Las fracciones, esos objetos complejos
1. Los sentidos de las fracciones

Cuando los nifios comienzan a abordar el estudio sisteméatico de las fracciones en la
escuela, tienen ya una amplia experiencia con los numeros naturales. Esa experiencia sera
para ellos el punto de apoyo a partir del cual extenderan progresivamente el campo
numeérico, pero al mismo tiempo se constituird en el mayor obstaculo frente al desafio de
comprender el funcionamiento de estos nuevos numeros. ¢Qué lleva a hacer una
afirmacion tan drastica? El aprendizaje de los numeros racionaleﬁ—escritos en forma
decimal o fraccionaria— supone una ruptura fundamental con lo que el nifio sabe hasta el
momento: los niUmeros ya no tienen siguiente, la multiplicacion no puede —salvo cuando se
multiplica un natural por una fraccion— ser interpretada como una adicion reiterada, en
muchos casos el producto de dos niumeros es menor que cada uno de los factores, el
resultado de una division puede ser mayor que el dividendo, un niumero —la fraccion— se
representa a través de dos numeros naturales. En fin, un edificio de certezas construido
durante afos, parece derrumbarse.

Por otra parte, como ocurre con cualquier concepto matematico, al pensar en las
fracciones se pueden evocar multiples puntos de vista. La fraccion :

- puede ser el resultado de una medicion y, por lo tanto remitirnos a establecer una relacion
con la unidad,

¢,Cuanto mide la parte sombreada, si el rectangulo mide 1?

- puede ser el resultado de un reparto

Se tienen cinco chocolates para repartir en partes iguales entre tres
chicos, ¢ cuantos chocolates le correspondera a cada chico?

- puede expresar una constante de proporcionalidad
He confeccionado un plano de mi casa en el que 2 cm representan 3 m de
mi casa. Mi cocina es un rectangulo de 4m de largo por 5 m. ¢,Como la
representaré en mi plano? ¢ Cuales son las dimensiones del galpdn que en

el plano queda representado por un rectangulo de 5 cm por 10 cm?

- puede ser la manera de indicar la relacion entre las partes que forman un todo

% Todo ntimero que puede expresarse como el cociente de dos nimeros enteros (con el divisor distinto de cero)
es un nuamero racional. Para anotar este niumero puede usarse la forma fraccionaria o decimal.
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Para hacer naranjada, mezclé 2 cucharadas de jugo concentrado con 5
vasos de agua. Ahora quiero hacer menos jugo, pero conservando el
mismo gusto. ¢ Cémo podré prepararlo? ¢Y si quiero hacer mas jugo?

- puede expresar el porcentaje de una poblacion, la probabilidad de un suceso, la densidad
de un material, etcétera.

¢, Qué tienen en comun las situaciones evocadas que todas se encuadran en el
estudio de las fracciones? ¢ Como lograr que los alumnos lleguen a establecer que en todos
los casos la solucion del problema planteado implica —aunque las estrategias utilizadas
sean muy diversas— un cociente entre nimeros naturales? Evidentemente, el aprendizaje
de los numeros racionales atraviesa muchos afios de la escolaridad y habria que pensar en
garantizar que el concepto "crezca" (en complejidad, en sentidos posibles, en formas de
representacion) a medida que los nifios avanzan en su paso por la escuela.

¢Qué queremos decir con esto? Por un lado, no pueden trabajarse todos los
sentidos de los nimeros racionales al mismo tiempo, por otra parte, un Unico sentido —por
ejemplo el niumero racional como recurso para medir— supone problemas de diferentes
grados de complejidad y, en consecuencia, habra que plantearse el problema did4ctico de
hacer evolucionar esa complejidad. Vayamos recorriendo distintos sentidos posibles.

1.1 Las fracciones y la medicién

Los numeros naturales —esas abstracciones del proceso de contar colecciones
finitas de objetos— resultan insuficientes cuando nos enfrentamos con la necesidad de medir
magnitudes continuas. En otras palabras, el proceso de medir no siempre es reductible al
proceso de contar.

Como sabemos, medir es comparar con una unidad elegida arbitrariamente
(kilogramo, metro, milimetro, hora, minuto, etc.) a la que le asignamos el nimero 1. El
proceso de medir consiste entonces en contar cuantas veces esta contenida la unidad en el
objeto que queremos medir. Sin embargo, la cantidad a medir no siempre contiene un
namero entero de veces a la unidad. En ese caso existen dos posibilidades:

- considerar como unidad alguna subdivisién de la unidad original
- inventar numeros que den cuenta de todas las medidas manteniendo la unidad original.

La primera opcion resuelve el problema sélo parcialmente ya que, por una parte,
obliga a cambiar de unidad y, por otra, lo mas probable es que no encontremos
inmediatamente una subunidad adecuada, es decir que esté contenida un nimero entero de
veces en el objeto a medir. A esto se agrega que —en la medida en que la subunidad
apropiada depende del objeto a medir— deberiamos repetir el proceso de busqueda en caso
de tener que medir diferentes objetos.
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Ademaés puede suceder —tal vez sea lo mas probable— que esta subunidad no exista.

Los numeros que dan cuenta de todas las medidas posibles de las magnitudes
contiﬁﬁjas se llaman ndmeros reales y su estudio se plantea al finalizar el tercer ciclo de la
EGB™

Para abordar esta complejidad recordemos que los ndmeros racionales permiten
expresar cualquier subdivision de la unidad original:

Si m y n son numeros naturales y m es distinto de cero, la fraccién 1/n es una
medida tal que n veces 1/n es igual a la unidad. Una cantidad que contiene m
veces la medida 1/n se designa con el nimero m/n.

La posibilidad de encontrar nimeros que expresen cualquier subdivision de la
unidad, junto con el hecho de que mediante estas subdivisiones es posible aproximarse
tanto como se quiera a la medida en cuestion, hace que los ndmeros racionales resulten
suficientes para resolver en la practica los problemas de medicion.

Es necesario aclarar que esta reflexion de orden teérico esta orientada a que los
docentes posean una mejor fundamentacion de los numeros fraccionarios y no apunta a
introducir —ni siquiera a esbozar— la existencia de los nimeros reales en el segundo ciclo.
Aceptar la provisoriedad del conocimiento es justamente tolerar que los nifios se aproximen
a conceptos que van a ser modificados, reorganizados y completados mas adelante.

Veamos algunos problemas que ponen en juego el concepto de numero racional
como recurso para resolver problemas de medicién a partir de subdivisiones sucesivas de la
unidad.

L]

Ejemplo 1: Las fracciones para medir longitudes

Materiales:

- hojas de papel liso

- bandas de carton de alrededor de 6 cm de longitud

- para ser utilizadas como unidad de longitud (una por alumno).

"sjun segmento tiene como medida un nimero racional, siempre existe alguna subdivision de la unidad que
entra un namero entero de veces en el segmento. (Por ejemplo, si la medida de un segmento es 3/4, ¥4 de la
unidad entra 3 veces en el segmento; si la medida es 7/3, 1/3 de la unidad entra 7 veces en ese segmento, etc.).
Cuando existe alguna subdivision de la unidad que entra un nimero entero de veces en un segmento, decimos
gue el mismo es conmensurable con la unidad. Los pitagéricos descubrieron que si se considera como unidad el
lado de un cuadrado, la medida de su diagonal no es conmensurable con el lado. Esto significa que no existe
una subdivision del lado de un cuadrado que entre un ndmero entero de veces en su diagonal. En otras
palabras, no existe una fraccidon que exprese la medida de la la diagonal de un cuadrado cuando se considera
su lado como unidad. Para expresar las medidas de los segmentos que no son conmensurables con la unidad
se inventaron los nimeros irracionales. Los nimeros irracionales son aquellos que no pueden expresarse como
el cociente de dos enteros. La union de los nimeros racionales e irracionales, forma el conjunto de los nimeros
reales.

12 Sjtuacion tomada de Douady, Ry Perrin, M: Nombres Decimaux, Université de Paris 7.
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Organizacion de la clase

La clase se organiza en una cantidad par de grupos. Cada grupo es emisor de un
mensaje hacia otro grupo y receptor del mensaje enviado por este ultimo grupo. Por
ejemplo, si hay 6 equipos en la clase, la organizacion podria ser:

1 2
3 4
5 6

Consigna:

Cada grupo va a dibujar un segmento. El receptor debe reproducir un segmento de
la misma longitud que el dibujado por el emisor. Para esto el emisor va a dar la informacion
necesaria, sin utilizar regla graduada. El mensaje debe ser escrito y no puede contener
dibujos. Si el receptor necesita informaciones suplementarias, debe pedirlas por escrito, en
el mismo papel en el que se emitié el mensaje. Después emisor y receptor comparan las
longitudes de sus segmentos.

Andlisis de la tarea

Para cumplir con la consigna, emisor y receptor necesitan disponer de la misma
unidad de longitud. La informacién pertinente que debe trasmitir el emisor, es entonces la
medida de su segmento en funcién de la unidad dada.

Es necesario determinar en qué momento se va a distribuir esta banda unidad entre
los grupos. Esto puede ocurrir antes o después de que cada grupo haya dibujado su
segmento. Si se entrega antes, el emisor puede elegir la longitud de su segmento utilizando
la unidad, por ejemplo, transportandola un numero entero de veces. Su mensaje sera
entonces, facil de redactar, facil de leer y no serd necesario recurrir al fraccionamiento de la
unidad.

Si se da la unidad después de que los alumnos hayan dibujado el segmento que van
a dictar, es muy probable que la longitud del segmento no sea un entero. Para medir el
segmento sera necesario fraccionar la unidad. En ese caso, tanto la redaccién como la
lectura de los mensajes serdn mas dificiles, y las fracciones seran un recurso de economia
para abreviarlos.

Una variante del problema consiste en que sea el maestro quien entregue a los
nifios el segmento a "dictar" (ademas de la banda unidad). Si el docente realiza esa opcion
podréa controlar mejor el tipo de fraccionamientos que quiere que los alumnos movilicen
cada vez que propone esta situacion.

Para realizar la tarea, los nifios pueden transportar la unidad —tantas veces como
sea posible— sobre el segmento dibujado y enfrentar luego el trabajo de evaluar el resto. Si
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el resto es muy pequefio en relacion con la unidad de medida o es casi igual a dicha unidad,
puede ser que los alumnos lo desprecien y, en el mensaje, hagan una evaluacion cualitativa

del mismo ("es tres unidades y un poquitito méas", "es algo menos que dos unidades").

Si el resto no es despreciable, los nifios intentaran hacer una evaluaciébn mas precisa
del mismo y puede ser que intenten trabajar con una subunidad de la unidad dada. En ese
caso, serd bastante usual que los alumnos usen la mitad, o la mitad de la mitad, de la
unidad originalmente distribuida. Si el plegado en dos de la unidad original, provee una
unidad muy grande, y el plegado en cuatro resulta muy pequefio, puede ser que los nifios
intenten plegar en tres.

Los mensajes pueden:

- ser redactados en términos de acciones mas o menos ambiguas (tomen la bandita,
pénganla sobre el segmento dos veces, plieguen la banda en dos y ponganla una vez mas);
- dar indicaciones sobre la medida del segmento sin recurrir a la notacion fraccionaria (el
segmento tiene dos bandas y media);

- hacer uso de las fracciones (2 banditas + 1/2 bandita + la mitad de 1/2 bandita).

Es esperable que la primera vez que se desarrolle la actividad, los mensajes sean
mayoritariamente del primer tipo. Si los segmentos de emisor y receptor no se superponen,
es decir si ha habido alguna "falla" en el dictado, los equipos deben reunirse tanto para
buscar las causas del desfasaje observado como para ponerse de acuerdo sobre el margen
de error tolerado. Ese momento del trabajo en el que emisor y receptor vuelven sobre la
tarea para intentar detectar errores, para establecer convenciones, para reelaborar los
mensajes, es central para que los nifios puedan tomar conciencia de los recursos Utiles para
resolver esta actividad. El maestro debe tener claro que, si se trata de una situacién de
aprendizaje, es probable que los nifios no logren en el primer intento enviar mensajes
"correctos". Las elaboraciones que ellos realicen al revisar las primeras producciones
podran ser puestas a prueba en una nueva vuelta del juego. De esta manera cada
realizacion de la actividad, sera una oportunidad para profundizar las relaciones que se van
estableciendo y para poner en juego lo que ya se aprendié. Por otra parte, el docente
aportard informaciones en relacion a las escrituras que se utilizan para representar los
fraccionamientos de la unidad.

Una manera de operar sobre la complejidad de la tarea, es proponer a los nifios el
dictado de segmentos que supongan cada vez mayores desafios y que, a la vez, amplien el
repertorio de las fracciones que se utilizan.

Para poner en comun las convenciones que se van adoptando y producir
elaboraciones colectivas, se podra organizar el envio de un mensaje a los nifios de otro
grado.

Este trabajo enriquece el stock de escrituras disponibles para representar medidas.

1/2u+1/2u=u
1/2de 1/4u=1/8u
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1/3+1/3+1/3=u
1/2de 1/3u=1/6u

y es fuente de nuevos interrogantes:

"Con cuartos puedo armar medios, pero con tercios no puedo, ¢,no?
"Para armar medio con tercios tengo que hacer un tercio mas medio tercio”

A propgésito de esta actividad es interesante introducir el trabajo con célculo mental
sobre las fracciones:

- /cuanto es la mitad de 1/4, de 1/8, de 1/6, etcétera?
- cuanto es la tercera parte de 1/2, de 1/3, de 1/4?

Sabemos que una Unica actividad nunca es suficiente para que los alumnos
aprendan algo nuevo. Es por esto que, a una situacién como la propuesta, deberan seguirle
otras que apunten a que los nifios alcancen cierto grado de familiaridad con estos nuevos
objetos con los que estan interactuando. Una variante de la situacion anterior podria ser, por
ejemplo, entregar a los nifios una banda unidad y distintas bandas para que ellos designen
la medida en funcion de la unidad con la que estén trabajando. Se podria aprovechar esta
actividad para ampliar el repertorio de fracciones con las que se trabaja (1/5, 2/5, 3/5, 4/5,
715, 8/5; 1/8, 2/8, 3/8, 9/8, 11/8, etc.). Una vez que los nifios han asignado una medida a
cada una de las bandas podrian poner a prueba su trabajo a través de un juego de
comunicacion en el que la maestra asigna una banda a cada grupito de nifios y ellos tienen
gue mandar un mensaje para que otro grupo sepa de qué banda se trata.

Para completar esta primera aproximacion es interesante proponer que los nifios
dibujen (o fabriqguen) bandas de una medida dada (en funcion de la unidad con la que estan
trabajando). Para hacerlo, tendrdn que enfrentar el problema de partir la unidad en partes
iguales, tarea que resulta mas o menos simple si se trata de fabricar medios o cuartos pero
gue se complica para tercios, quintos o séptimos.
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Ejemplo 2: Las fracciones para codificar areas

Material utilizado:

- Hojas lisas blancas de formato A4,
- piezas recortadas de rompecabezas armados sobre hojas A4 (ver dibujo),
- sobres (uno por equipo)

Organizacién de la clase

Los alumnos trabajan por parejas. Cada pareja recibe dos hojas blancas y un sobre
conteniendo piezas recortadas. El esquema de la pagina siguiente muestra las piezas que

¥ | a idea de utilizar rompecabezas para codificar areas fue tomada de Douady, R. y Perrin, M,J: Nombres
Decimaux, Université de Paris 7. El andlisis de la actividad esta también fuertemente inspirado en ese texto.
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recibe cada equipo. La fraccion se indica para facilitar el armado por parte del docente y no
figura en el material que reciben los nifios.

Primera parte

Consigna

En cada sobre hay varias piezas de papel. Son copias de piezas de diferentes
rompecabezas que fueron hechos a partir de hojas como las que ustedes tienen. Yo tengo
los distintos rompecabezas en el escritorio y, en la parte de atras de cada pieza esta
anotada qué fraccion de la hoja ocupa esa pieza. Ustedes tienen que encontrar la manera
de saber qué se anoto detras de cada pieza. Una vez que lo saben me van a decir a mi los
resultados que han obtenido, si coinciden con los que yo tengo, ustedes ganan, si no,
tendrén que revisar lo que hicieron y seguir buscando.
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Andlisis de la tarea:

A través de esta actividad los alumnos deben darse cuenta de que, para evaluar
cada pieza en relacion con la hoja pueden:

a) intentar "armar" una hoja con copias iguales de la pieza (observar que esto no es
siempre posible)

b) establecer relaciones entre distintas piezas. Por ejemplo, no se puede armar la
hoja con varias copias de la pieza B de la figura 3, pero se puede establecer que, con tres
piezas A, se arma la pieza B.

c) intentar llenar una hoja con diferentes piezas.

Observaciones:

1) El hecho de que el docente tenga las piezas codificadas en el escritorio funcionara
para los alumnos como elemento de control de sus resultados. Si las medidas adjudicadas a
cada pieza por los alumnos no coinciden con las del maestro, habrd que revisar el trabajo
realizado, tratar de encontrar las razones del error y reiniciar la tarea.

2) Es importante que los alumnos aprendan que, a diferencia de lo que ocurre con
las longitudes, puede ser que dos piezas midan lo mismo pero que al superponerlas no
coincidan. La puesta en comun puede ser un buen espacio para sefialar esta cuestion.

Segunda parte
Consigna

Ahora ustedes deberan:

1) pedirme la cantidad de hojas que necesitan para fabricar las piezas que les
entregué en el sobre, haciendo la menor cantidad de desperdicios;

2) reproducir las piezas y evaluar la cantidad de papel utilizado y la cantidad de
papel desperdiciado.

Para decir la cantidad de hojas necesarias para fabricar las piezas, los alumnos
tendrén que tratar de cubrir las hojas con las piezas. (Notar que pudieron haber hecho este
trabajo para evaluar cada una de las piezas.)

En este problema, las piezas estan disefiadas de manera tal que la cantidad de
hojas necesarias para fabricarlas es el entero superior mas proximo a la suma de las
medidas de las piezas. Esto no es necesariamente asi para otros disefios posibles. Por
ejemplo, si uno elige tres piezas como éstas.

61



la suma de sus medidas es 5/3, el entero superior mas proximo es 2 pero, debido a la forma
de las piezas es necesario utilizar tres hojas para fabricarlas.

Para evaluar la cantidad de papel utilizado para fabricar las piezas, los alumnos
necesitaran sumar sus medidas. Se busca que, para obtener la suma, los alumnos reutilicen
las relaciones establecidas (en la primera parte de la actividad) entre las distintas piezas, sin
que resulte necesario haber ensefiado previamente la reduccién a comun denominador.

Por ejemplo:

1/2+1/3+1/6 +1/6 =1/2 + 1/3 + 1/3 o0 bien
1/2+1/3+1/6+1/6=1+1/6
1/8+1/8+1/4=1/2

1/10 + 1/10+ 1/10+ 1/10 + 1/10 = 1/2

1/12 + 1/12=1/6

Para evaluar los desperdicios, hay que hacer la diferencia entre la cantidad de hojas
utilizadas y la cantidad de papel empleado para fabricar las piezas.
Por ejemplo, para el caso de la figura 2, se puede hacer el siguiente calculo:

1/2+1/3+1/6+1/6=1+1/6=2-5/6

El rompecabezas puede servir de referencia para reducir el célculo a aquello que
"pasa" de un numero entero. Por ejemplo, para el caso 5, se puede evaluar que faltan dos
bandas de 1/5 para completar la segunda hoja.

Explotar numéricamente las relaciones que se pueden establecer para cada uno de
los rompecabezas contribuye a difundir para toda la clase los resultados de cada uno de los
grupos.

Esta actividad apunta a poner en funcionamiento la suma de fracciones —para el

contexto particular en el que las mismas representan areas— antes de proponer un algoritmo
general para sumar fracciones.
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Cabe preguntarse si vale la pena invertir tiempo en estas relaciones que ni siquiera
son generalizables para obtener el resultado de cualquier suma. ¢No seria mas econémico
ensefiar directamente el algoritmo convencional?

Ya hemos dado nuestro punto de vista al respecto: las relaciones que los chicos
elaboran a partir de su interaccion con un problema como el del ejemplo, ain cuando ellas
mismas se olviden, dan lugar a un vinculo con la matematica a partir del cual los alumnos
pueden controlar mejor los resultados de sus decisiones.

Evidentemente, ofrecer esta posibilidad es encontrar el espacio en el cual la
ensefianza de la matematica contribuye a la formacién de la autonomia intelectual del nifio.
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Ejemplo 3: Reconstruir la unidad

Dibujar el segmento unidad sabiendo que el segmento AB mide 2/5. Encontrar una
manera de probar que el resultado es correcto.

Al | B

Este problema resulta complejo para los chicos ya que les exige enfrentar el
problema inverso al que estan normalmente habituados. El error mas frecuente que
cometen los nifios es intentar resolver el problema dividiendo el segmento AB en 5 partes
iguales, lo cual da cuenta de que estan interpretando el problema como si se tratara de
representar la fraccion 2/5, dada la unidad.

Resulta interesante permitir que los nifios desplieguen esta estrategia equivocada y
gue se confronten a ella en el momento de validar su resultado. La contradiccion entre el
resultado obtenido (la unidad va a ser menor que 2/5 de la unidad) y los conocimientos que
los nifios ya poseen en relacion a fracciones, sera el filo sobre el que el docente podra
operar para orientar el debate y la busqueda de la solucion correcta.

Observemos que a partir de este problema se pueden identificar estrategias para
reconstruir la unidad a partir de una fraccion dada.

Representacién de nimeros en la recta

El trabajo de representacibn de numeros fraccionarios en la recta ofrece la
posibilidad de poner en juego las relaciones aprendidas y de tratar con los numeros
desvinculados de los contextos particulares en los que funcionaron. Nuevamente, los
problemas que se pueden plantear alrededor de esta cuestion pueden ir creciendo en
complejidad a medida que los nifios avanzan en su escolaridad.

La tarea de representar algunas fracciones sobre un eje supondra para los nifios la
puesta en juego de diferentes conocimientos segun sean las fracciones:

» deigual o de distinto denominador,
» todas menores que 1 o algunas mayores que 1y otras menores,
» préximas o alejadas (no es lo mismo representar 3/5, 8/3 y 3/2 que 1/3, 27/4 y 209/12).

Los conocimientos que es necesario invertir para establecer cual es el numero
correspondiente a una cierta posicion en la recta también pueden ser muy diversos de una
actividad a otra. Analicemos, por ejemplo, estas situaciones en las que, en todos los casos,
hay que establecer cudles son los niumeros que corresponden a las letras.

64



0 1/3 B C D

25 A B 26

El lector reconocera en la primera situacion un ejercicio que se plantea
habitualmente: la unidad esta representada en la recta, y ademas esta dividida en partes
iguales; por esta razon la utilizacion de la definicion para ubicar a qué nudmeros
corresponden las posiciones Ay B, es bastante directa.

En la segunda representacion, en cambio, el hecho de que la unidad no esté partida
en partes iguales hace que el problema resulte mas dificil: por ejemplo, para ubicar el punto
A, es necesario establecer que la tercera parte de un medio es un sexto y luego asignar dos
sextos a esa posicion. La posicion del punto B, en cambio, es ¥ aunque la unidad no esté
partida en cuatro partes iguales. Las relaciones establecidas para asignar un nimero a la
posicion B, deben reutilizarse para ubicar una fraccion entre 1y 2.

Para el tercer caso es necesario establecer que cada una de las partes en las que
esta dividida la recta equivale a 1/9 de la unidad (un tercio de un tercio) y a partir de ahi,
colocar los numeros correspondientes a cada una de las letras.

Finalmente, en el cuarto caso hay que determinar que la distancia entre 25y A es un
tercio y que la zona sombreada equivale a un doceavo de unidad.

Los problemas anteriores no estan pensados para plantearlos todos en el mismo
momento, ni siquiera en el mismo afio escolar (aunque si en el segundo ciclo). Simplemente
pretendemos mostrar que la cuestidon de la representacidn grafica puede constituirse en una
excelente oportunidad para reflexionar sobre la naturaleza de los nUmeros que los nifios
estan intentando aprender.

Cualquiera de los problemas anteriores puede enriquecerse si se les pide a los
chicos que representen ellos mismos numeros a partir de cierta informacién. Por ejemplo,
presentar una recta en la que estan marcados el Y2 y el % y pedirles que representen el cero
y el uno.

A proposito de las pizzas v las tortas

Es usual que la escuela adopte el modelo de partir pizzas y tortas para "presentar” el
concepto de fraccion. Tan natural resulta esta opcion que muchas veces el modelo suele
confundirse con el concepto mismo, sin que se tenga demasiada conciencia de la cantidad
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de puntos de vista vinculados al concepto de fraccion que quedan afuera del esquema
“partir un todo en partes iguales”. ¢ Qué queremos decir con esto?

En primer lugar, es frecuente, ante la tarea de decidir si, por ejemplo, la parte rayada
del siguiente dibujo representa 1/3 de la unidad, los nifios contestan que no "porque no esta
partida en partes iguales". El problema de evaluar una medida se reduce entonces a una
cuestion de percepcion que no pone en juego el concepto de fraccion.

Este ejemplo muestra algunos inconvenientes que surgen al identificar el concepto
de fraccion con la subdivision real del todo en partes iguales.

Estos inconvenientes se ponen también de manifiesto frente a la tarea de medir un
objeto mayor que una unidad. Una vez, un nifio nos ha dicho que las fracciones mayores
gue uno son impropias "porque es inapropiado partir mas de lo que se tiene".

Para evaluar qué parte de este entero

esta rayada en el siguiente caso

suele ocurrir que los nifios respondan 7/8 en lugar de 7/4. Podemos interpretar que,
implicitamente, ellos estan considerando "los dos enteros" como unidad y, podemos
analizar también que dicha interpretacion es razonable cuando se piensa que la fraccion es
el resultado de partir un todo en partes iguales.

Problemas similares surgen cuando los nifios se ven enfrentados al problema de

evaluar una suma usando el modelo de “un todo partido en partes iguales”. Es frecuente
gue para sumar, por ejemplo, 5/8 mas 7/8 con esta representacion
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los nifios interpreten que el resultado es 12/16, ya que, nuevamente, consideran como
unidad la superficie de los dos rectangulos. El punto de vista de los nifios “justificaria” el
error —tan frecuente— de sumar por separado los numeradores y los denominadores.™

Nos interesa explicitar que las consideraciones anteriores no intentan ser una
prédica contra el recurso de utilizar tortas y pizzas para ensefiar fracciones; apungn mas
bien, a identificar cuales son los aspectos que esta presentacion no aborda y, por lo tanto, a
sefialar las limitaciones que surgen cuando se la concibe como primer, Unico y excluyente
modelo para la ensefianza de las fracciones.

1.2 - Las fracciones un recurso para repartir

Ya hemos visto que el problema de repartir, por ejemplo, 9 objetos entre 4 personas,
puede tener distintas respuestas segun la calidad de los objetos con los que estemos
tratando.

Supongamos, por ejemplo, que se trata de repartir, en partes iguales, 37 litros de
aceite entre 5 bidones. Es facil —a una cierta altura del aprendizaje— establecer que si se
colocan 7 litros en cada bidon, sobran 2 litros:

37 litros | 5 bidones

2 litros 7 litros por bidon

los 2 litros que todavia no se repartieron pueden distribuirse entre los 5 bidones. El
problema ahora consiste en dividir 2 litros entre 5. Una estrategia posible, bastante usual
entre los nifos es

4 Este ejemplo ha sido tomado del libro “El aprendizaje de las matematicas” de Dickson,L; Brown,M y Gibson,O,
Editorial Labor, 1991.
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Es decir que, 37 : 5 — P 7 + 2/5 = 37/5.

Hemos observado que, al trabajar una situacién de este tipo con los nifios —
alrededor de quinto grado- ellos suelen sorprenderse cuando el maestro sefala que
numerador y denominador del cociente coinciden con dividendo y divisor de la cuenta. —
"¢, Sera casualidad, o pasa con cualquier cuenta?” — nos pregunté alguna vez un chico. En
realidad la respuesta a esta pregunta supone la conceptualizacion de la fraccibn como
cociente de numeros naturales. La sorpresa de los nifios nos da la pauta de que esta
conceptualizacion no es espontanea ni se realiza inmediatamente a partir de las situaciones
de medida. Supone, por lo tanto, situaciones especificas que la pongan en el centro de las
discusiones con los alumnos.

Las situaciones de reparto -que pueden plantearse desde el comienzo del estudio de
las fracciones en cuarto grado- contribuyen a la conceptualizacion de la fraccibn como
cociente de naturales siempre que se explicite que el resultado del reparto es el resultado
de un cociente. Por otra parte, estas situaciones suelen ser una buena oportunidad para
gue los nifios desplieguen sus propias estrategias y establezcan relaciones que enriquezcan
la conceptualizacion. ¢Qué queremos decir? Frente al problema —por ejemplo— de repartir
en porciones iguales 5 chocolates entre 3 nifios, es usual que se pongan en juego algunas
de las siguientes estrategias:
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A cada chico le corresponde 1 chocolate + ¥ chocolate + 1/6 chocolate

Dejando de lado las dificultades —nada despreciables por cierto— que supone partir
una mitad en tres partes, es interesante discutir con los nifios cémo saber a qué fraccion
equivale la tercera parte de un medio. Se espera que los alumnos puedan establecer que se
necesitan seis de esos “pedacitos” (tercios de medio) para reconstruir el chocolate y que
puedan deducir en consecuencia, que un tercio de un medio es un sexto.

B
1

A cada chico le corresponde 3/2 chocolate + 1/6 chocolate
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A cada chico le corresponde 5/3 de chocolate

A cada chico le corresponde 1 chocolate + 2/3 de chocolate

A partir de este despliegue de procedimientos serd necesario establecer la
equivalencia de cada uno de los resultados. Es decir, habra que justificar por qué

1+%+1/6=3/2+1/6=5/3=1+2/3
Argumentos del tipo

“Uno son dos mitades, entonces uno mas un medio es lo mismo que tres medios”;
“Uno son tres tercios, tres tercios mas dos tercios son cinco tercios”;

“Si cada mitad se parte en tres, hay tres sextos, entonces 3 mitades es lo mismo que 9
sextos, 9 sextos mas un sexto son diez sextos y diez sextos es lo mismo que cinco tercios”;
permiten trabajar la nocién de equivalencia como respuesta a un problema planteado, aun
antes de recurrir al algoritmo de obtencion de fracciones equivalentes (si se multiplican
numerador y denominador por un mismo numero, se obtiene una fraccion equivalente a la
dada).

El planteo de este problema con otros numeros (4 para repartir entre 3, 8 para
repartir entre 5, etc.) enriquecera el trabajo con equivalencias al tiempo que se podra
constituir en referencia para abordar otras cuestiones:

éen qué casos se obtiene como resultado un nimero mayor que 1? ¢y menor que 17?
¢cuando se obtiene una porcidn mayor para cada chico, cuando se reparten dos chocolates
entre tres chicos o cuando se reparten cuatro entre seis? ¢qué es mas, % (resultado de
repartir tres entre cuatro) o 2/3 (resultado de repartir dos entre tres)?

A partir de haber hecho funcionar las fracciones como ndameros que expresan el
resultado de un reparto, es posible analizar por qué la fraccion puede pensarse como un
cociente entre nimeros naturales. ¢Como pensarlo? Si se trata, por ejemplo, de repartir 6
objetos (fraccionables) en 5 grupos, se puede proceder partiendo en 5 partes iguales cada
objeto

70



|G G2 q3 C14 G|5

y luego integrar los grupos con una parte de cada objeto
5 veces 6/5 es igual a 6

Si pensamos que este mismo procedimiento puede generalizarse para cantidades
cualesquiera, podremos establecer que una fraccion a/b es el cociente entre un natural a y
otro b. En realidad la idea de cociente esta implicita en la idea de medida ya que medir es
preguntarse cuantas veces cabe la unidad en el objeto a medir, y esta pregunta remite a la
nocion de cociente. Sin embargo, esta relaciones entre la fraccion como medida y la
fraccibn como cociente estdn muy lejos de ser obvias y nuestra preocupacion es que los
alumnos construyan, por una parte, ambas concepciones y, por otra parte, que lleguen a
establecer la relacién entre ambas.

Un problema matemaéatico

Una vez que los alumnos han trabajado con decimales, se puede proponer la
siguiente situacion que también apunta a la conceptualizacion del nimero decimal, y por lo
tanto de la fraccion, como cociente de numeros naturales.

“Encontrar con la calculadora, cuentas de una sola operacion, con nameros
naturales, cuyo resultado sea 0.75.”

La primera reaccién de los nifios es decir que “no se puede”. Frente a esto el
docente alienta a seguir indagando y los nifios llegan a establecer que la Unica cuenta
posible es la division. Surgen entonces las siguientes propuestas:

75: 100; 3: 4; 6 :8, etcétera.
Habra que analizar con los chicos, qué relacion hay entre el numerador y el

denominador del cociente (0.75) expresado como fraccion y el dividendo y el divisor de la
division que dio origen al resultado.
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El hecho de que los niflos hagan divisiones no significa que ellos tengan conciencia
de que la Unica operacion posible es la divisibn. Veamos el siguiente fragmento de una
clase de quinto grado en la que los nifios ya habian encontrado algunas divisiones:
Maestra.—¢ Por qué todos hicieron divisiones, no habra alguna otra cuenta que puedan
hacer?

(La mayoria de los nifios comienza a buscar otras cuentas. Luego de un tiempo,
varios nifios protestan diciendo que no se puede.)

Maestra.— ¢ Por qué no se puede?

Alumno 1.— Porque por ejemplo, la suma mas chica es uno mas uno que da dos, y 0,75 es
mas chico que 2.

Maestra.— Entonces busquen una suma con nimeros naturales que dé 4,75.

Alumno 2.— Tampoco se puede porque si sumamos dos numeros naturales nunca nos va a
dar un decimal.

Alumno 3.— Y si restamos tampoco y si multiplicamos tampoco, la Unica cuenta es la
division.

Es interesante sefialar que el argumento del Alumno 1 es insuficiente para explicar
gue solo se puede responder al problema con division. El contra argumento de la maestra
ayudo a los alumnos a precisar su fundamentacion.

Notemos que este problema pone en juego un aspecto que no se hace evidente a
través de los problemas que apuntan a resolver cuestiones practicas: la division exacta no
siempre es posible en el conjunto de los nimeros naturales y los nimeros racionales vienen
a cubrir esta necesidad de la aritmética de dar sentido a cualquier divisién entre naturales
(mas precisamente entre enteros, siempre cuando —por supuesto— el divisor sea distinto de
cero).

1.3 - Las fracciones y las relaciones de proporcionalidad directa

Las situaciones de proporcionalidad directa en las que la constante de
proporcionalidad es un nimero racional ponen en funcionamiento un nuevo sentido para las
fracciones (y decimales).

5]

Analicemos el siguiente problema

Para hacer naranjada, mezclé 12 vasos de jugo puro con 9 vasos de agua.
Ahora quiero hacer menos naranjada, pero conservando el mismo gusto.
¢, Como podré prepararla? ¢Y si quiero hacer mas naranjada?

Este problema pone en juego —mas alla de las estrategias que los alumnos utilicen—
el concepto de razén: cada 4 vasos de jugo puro se agregan 3 vasos de agua.
Analicemos la siguiente tabla:

!5 La eleccion de este problema esta inspirada en la lectura del articulo de Jere Confrey.
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Cantidad de 4 8 12 16 20 24 28
vasos de jugo
puro

Cantidad de 3 6 9 12 15 18 21
vasos de agua

Notemos que los pares de numeros que se corresponden en la tabla (3/4, 6/8, 9/12,
12/16, 15/20, 18/24, 21/28) determinan fracciones equivalentes. Sin embargo, el significado
de la equivalencia es bastante diferente del que los nifios estudiaron a proposito de la
fraccion como recurso para medir.

Efectivamente, el concepto de equivalencia esta asociado ahora a la conservacion
de la proporcion y no a la conservacién de la cantidad de jugo: 12 vasos de jugo puro con 9
vasos de agua permiten hacer mas cantidad de naranjada que 4 vasos de jugo puro con 3
vasos de agua, pero en ambos casos la concentracion de jugo, y por lo tanto el gusto, es el
mismo.

Resulta interesante discutir con los nifios qué sucede con el gusto de la naranjada si
se agrega a una cierta mezcla, por ejemplo de 4 vasos de jugo puro con 3 vasos de agua,
un vaso de jugo puro y un vaso de agua. Muchos alumnos sostendran que de esta manera
se conserva el gusto, otros en cambio, serdn capaces de hacer razonamientos como el
siguiente:

“Una mezcla de 4 vasos de jugo con 3 vasos de agua tiene el mismo gusto que 16
vasos de jugo con 12 de agua y una mezcla de 5 vasos de jugo con 4 de agua tiene el
mismo gusto que 15 vasos de jugo con 12 de agua; 16 vasos de jugo con 12 de agua es
mas concentrado que 15 de jugo con 12 de agua. Por lo tanto, si se agrega una vaso de
jugo puro y uno de agua no se mantiene el gusto”.

4 jugo puro 16 jugo puro

. es lo mismo que :

3 vasos de agua 12 vasos de agua

4 tlvaso de jugo puro» 5

3 1 vaso de agua

4
-
5 15 16 15
es lo mismo que es mas concentrado que
4 12 12 12
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Analicemos ahora las siguientes preguntas en relacion al problema anterior:
Si quiero conservar el gusto, ¢,cuantos vasos de agua tendré que poner para 5 vasos
de jugo? ¢cuantos vasos de jugo para 8 de agua?

El trabajo con las propiedades de la proporcionalidad directa contribuird a encontrar
las respuestas para las preguntas anteriores:

3 x 8
X5
I { |
Cantidad de 4 1 5 4/3 32/3
vasos de jugo 10 2/3
puro
Cantidad de 3 3/4 15/4 1 8
vasos de agua 3 Ya
- 4 T x5
3 x 8

Este ejemplo pone en evidencia el mutuo compromiso que existe entre la
construccion del concepto de nimero racional y el de proporcionalidad directa. Para que un
problema como el anterior pueda ser abordado por los alumnos, es necesario que hayan
utilizado -y reflexionado sobre— las propiedades de la proporcionalidad directa. Es
imprescindible ademas, que dominen la nocién de fraccion de un entero, sin la cual este
trabajo resultaria muy dificil de encarar.

Notemos que el problema anterior puede ser resuelto usando al uno como
“intermediario” sin necesidad de explicitar cual es la constante de proporcionalidad. Sin
embargo —lo veremos mas adelante— esta explicitacién sera imprescindible para avanzar en
la comprension de uno de los sentidos de la multiplicacion de fracciones.

Como se ha sefialado mas arriba, la constante de proporcionalidad expresa la
relacion entre vasos de jugo y vasos de agua, y queda explicitada cuando se halla el valor
gue se corresponde con el 1 (en el ejemplo, es ¥y expresa la cantidad de vasos de agua
por cada vaso de jugo puro). Serd necesario relacionar —no es obvio para los chicos— los
procedimientos que implican el uso de las propiedades de la proporcionalidad con el de
multiplicar cada valor por la constante de proporcionalidad. Nuevamente, para que esta
relacion sea posible, los nifios deberan utilizar el concepto de fraccién de una cantidad.

Veamos otros ejemplos en los que las fracciones funcionan en el contexto de la
proporcionalidad directa. Analicemos las siguientes tablas:
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Tiempo de marcha de un
caminante (en horas) 2 4 6

Distancia recorrida (en km) |5 10 15

Tiempo de marcha de un
motor (en horas) 2 4 6

Consumo de combustible
(en litros) 5 10 15

Medidas reales de una
casa (enm) 2 4 6

Medidas en el plano de la
casa (en cm) 5 10 15

En la primera situacion, cada 2 horas de marcha se recorren 5 km, en la segunda,
cada 2 horas de tiempo de funcionamiento de un motor se consumen 5 litros de combustible
y en la tercera, cada 2 metros que se incrementa una cierta longitud en la realidad, su
representacion en el plano se incrementa 5 cm. Asi, si bien las tres situaciones son
diferentes, tienen una caracteristica comun: las cantidades que se corresponden forman
razones equivalentes y esta equivalencia significa igualdad en el ritmo de crecimiento.

2- Multiplicacion de fracciones

En el capitulo 1, y en relacién a los numeros naturales, hemos analizado diferentes
sentidos de la multiplicacibn. Hemos visto que la misma se pone en funcionamiento para
obtener una medida producto de otras dos, en las relaciones de proporcionalidad directa y
en los problemas de combinatoria. ¢Es posible extender dichos sentidos para la
multiplicacién de fracciones?

En tanto los problemas de combinatoria involucran exclusivamente numeros
naturales, no es pertinente plantearse su extensién para las fracciones. En cambio, tanto los
problemas de proporcionalidad directa como los de producto de medidas involucran, en
general, magnitudes continuas. Preguntarse por la forma que adquiriran esos problemas al
trabajar con numeros racionales es una manera de profundizar en el sentido de la
multiplicacibn en este conjunto numérico. Esta es la cuestion que abordamos a
continuacion.
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2.1- Producto de medidas, producto de fracciones

Supongamos que les planteamos a los alumnos el problema de hallar el area de un
rectdngulo cuya base mide % de la unidad y cuya altura es 2/3 de la unidad. ¢ Cémo podrian
resolverlo?

Evidentemente, para comprender el problema es necesario que los nifios estén
familiarizados con el concepto de medida y que tengan alguna experiencia con el concepto
de area. Esta experiencia debe contener necesariamente el haber hecho mediciones
directas de areas con diversas unidades y el haber establecido, para medidas enteras de
los lados de un rectangulo, la relacion entre las medidas de los lados y el area.

La pregunta planteada podria reformularse de la siguiente manera: ¢Qué parte del
cuadrado unidad es el rectangulo en cuestion?

\

Los nifios pueden establecer que cada pequefio rectangulo de ¥ por 1/3 es 1/12 de
la unidad y que el rectangulo de 2/3 por % es 6/12 de la unidad. Si deseamos que el
producto de fracciones resulte un recurso adecuado para cuantificar el area de un
rectangulo en funcién de las medidas de sus lados, necesitamos atribuir el valor 6/12 al
producto de 2/3 x Y.

Fue la necesidad de responder al problema del producto de medidas a través del
producto de fracciones la que llevd a los mateméaticos a elegir una definicion de
multiplicaciéon que fuera satisfactoria desde el punto de vista I6gico pero que, a la vez,
preservara la utilidad de las fracciones para describir los procesos asociados a la medicion.

2.2- La multiplicacién de fracciones y la proporcionalidad directa
Retomemos alguno de los problemas de proporcionalidad directa que —como vimos—

ponen en juego el concepto de fraccion. Consideremos nuevamente la tabla que relaciona
tiempo de marcha y distancia recorrida:
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Tiempo de marcha de un|2 4 6
caminante (en horas)

Distancia recorrida (en km) |5 10 15

Ya hemos analizado que la constante de proporcionalidad (en este caso 5/2 de
kilometro por hora) permite “pasar” de tiempo a distancia multiplicando por 5/2.
¢, Qué distancia recorre el caminante en % hora?

Cualquiera sea la estrategia que los alumnos movilicen para responder esta
pregunta, el problema permite dar un nuevo sentido a la multiplicacion de fracciones (en
este ejemplo % x 5/2).

Efectivamente, es probable que los nifios lleguen a la solucion del problema
aplicando las propiedades que ellos ya han trabajado:

ST TN

Tiempo de marcha de un|2 1 Ya 3/4
caminante (en horas)

Distancia recorrida (en km) |5 5/2 5/2x4 5x3/2x4

NSNS/

La coordinaciéon entre el resultado obtenido a través de las propiedades de las
relaciones de proporcionalidad directa y el conocimiento de que cualquier valor
correspondiente a un tiempo de marcha multiplicado por 5/2 da como resultado la distancia
recorrida, permite establecer que

3 x5 - 3X5
4 2 4x2

Seguramente sera necesario que los alumnos se familiaricen con este tipo de
problemas antes de tratar de establecer una regla general. Como lo hemos sefalado a
propédsito de otras cuestiones, apurarse por establecer los mecanismos va —generalmente—
en desmedro de una comprension profunda de las leyes que los justifican.
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El ejemplo que acabamos de analizar intenta mostrar que el problema de calcular el
correspondiente de un valor fraccionario en una relacion de proporcionalidad directa con
constante fraccionaria, pone en funcionamiento la multiplicacion de fracciones en un sentido
diferente del de producto de medidas.

En relacion con esta Ultima cuestion quisiéramos responder una pregunta que
muchas veces nos han formulado los maestros: “¢Si ya dimos multiplicacion de fracciones a
través de areas, conviene darlo de esta otra manera? ¢No es mas dificil?

Nuestro punto de vista es que los dos contextos muestran aspectos diferentes de la
multiplicacién de fracciones. Si nuestra preocupacion se centra no sélo en los algoritmos
sino que intenta poner en primer plano el sentido de la operacion, los dos abordajes son
necesarios para que los nifios tengan la oportunidad de hacer una construccion mas rica del
significado de la multiplicacion de fracciones.

Hemos tratado de trazar un recorrido por cuestiones vinculadas al concepto de
fraccion, intentando mostrar la complejidad que plantea su ensefianza. A pesar de nuestro
intento de realizar un analisis profundo, son muchas las cuestiones que no hemos
abordado, son muchas las preguntas que seguramente quedan sin responder.

En particular, no nos hemos detenido en la sistematizacion de la adicion y la
sustraccion de fracciones, ni hemos analizado la problematica didactica vinculada a la
ensefianza de las expresiones decimales de los nimeros racionales.

La opcion de dejar estas cuestiones fuera de los andlisis de este documento se
vincula estrictamente a las limitaciones que impone necesariamente un material como el
gue estamos presentando. No obedece —queremos recalcarlo— a una subestimacion de los
problemas didacticos que plantea su ensefianza.
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A modo de cierre

Los temas incluidos en este documento constituyen aspectos centrales del eje
numeérico en el segundo ciclo.

Ademés de analizar, para cada uno de ellos, el campo de problemas, las
propiedades y las formas de representacion, hemos querido explicitar las relaciones que se
pueden establecer entre los distintos conceptos.

Asi, la multiplicacién y la divisibn exacta en los nUmeros naturales constituyen una
unidad de andlisis en tanto operaciones inversas. Por otra parte, hemos establecido
conexiones entre el estudio de las fracciones y las operaciones de multiplicacion y division.
En primer lugar la necesidad de dar sentido al cociente exacto entre cualquier par de
nameros naturales permite comprender el significado matematico de ampliar el campo
numeérico de los naturales a los racionales. Los nimeros racionales cobran también sentido
frente al problema de resolver las cuestiones vinculadas a la medicion. Finalmente es
posible extender a los numeros racionales algunos de los sentidos que se juegan a
propésito de la multiplicacion de los nimeros naturales.

Aungue somos conscientes de que no hemos abarcado toda la complejidad didactica
gue subyace a estos conceptos, nos hemos propuesto contribuir a que los docentes
gestionen una ensefianza que respete el sentido de los conceptos matematicos, que atrape
rasgos esenciales del quehacer matematico comunicables por la escuela, y que tenga en
cuenta los procesos de construccion de conocimientos por parte de los nifios. Sabemos del
desafio que supone trabajar colectivamente con el objetivo de convertir las ideas aqui
desarrolladas en proyectos efectivos de ensefianza. Si este material contribuye a lograrlo,
seguramente habra cumplido su objetivo.
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